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“O que na˜o nos mata nos torna mais fortes.”
Friedrich Nietzsche
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Resumo
Nesta tese, estudamos o problema de um anel delgado de mate´ria de densidade constante
com um buraco negro de Kerr em seu centro. Nosso objetivo foi resolver as equac¸o˜es de Einstein
no va´cuo com simetria axial para esse sistema gravitacional. Para fazer a sobreposic¸a˜o na˜o-linear
do anel com o buraco negro (BN), utilizamos o me´todo de Belinsky e Zakharov (MBZ). Este
me´todo necessita de uma soluc¸a˜o conhecida (soluc¸a˜o semente) para gerar uma nova soluc¸a˜o.
Tomamos a aproximac¸a˜o da soluc¸a˜o do anel em multipolos como soluc¸a˜o semente. Como
resultado, obtivemos a soluc¸a˜o de um anel com o BN central.
A expansa˜o do anel em multipolos exige o truncamento da se´rie. Esta aproximac¸a˜o introduz
um erro em nossa soluc¸a˜o. Realizamos o estudo do mesmo devido ao truncamento da se´rie.
Tambe´m estudamos a estabilidade de o´rbitas circulares equatoriais de part´ıculas movendo-se
ao redor do sistema anel-BN quanto a perturbac¸o˜es epic´ıclicas e verticais. Analisamos essas
perturbac¸o˜es para os modelos de gravitac¸a˜o relativ´ıstica e newtoniana. Como resultado, encon-
tramos o efeito inesperado da duplicac¸a˜o das o´rbitas circulares de fo´tons para alguns valores de
paraˆmetros relacionados com o anel e o BN, bem como zonas de estabilidade na regia˜o interna
do anel.
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Abstract
In this thesis, we will study the problem of a thin ring of matter of constant density with a
central Kerr black hole. The aim of this work is to solve the Einstein equations in the vacuum
with axial symmetry for that gravitational system. To do the nonlinear superposition of the
ring with the black hole (BH), we used the Belinsky and Zakharov method (BZM). This method
needs a known solution (called seed solution) to generate a new one. We took the Newtonian
ring potential approximated by a multipolar expansion as seed solution. As result, we obtained
the solution of a ring with a central BH.
The ring multipolar expansion demands the truncation of the series. This approach intro-
duces an error in our solution. Estimations of errors due to the truncation of the multipolar
expansions are performed. We also studied the stability of equatorial circular orbits of parti-
cles moving around the system ring plus BH due to epicycle and vertical perturbations. We
analyzed those perturbations for relativistic and Newtonian gravitational models. As result, we
found the unexpected effect of the duplication of the photons circular orbits for certain values
of parameters related with the ring and BH, as well as zones of stability in the inner area of
the matter ring.
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1
Introduc¸a˜o
O estudo de soluc¸o˜es exatas em relatividade geral comec¸ou logo apo´s o trabalho de Einstein
em 1915 [16]. Em 1916, supondo uma simetria esfe´rica na me´trica, o astroˆnomo e f´ısico alema˜o
Karl Schwarzschild encontrou uma soluc¸a˜o para um buraco negro (BN) sem carga e sem rotac¸a˜o
[43]. A partir desta soluc¸a˜o, muitas outras foram encontradas.
Com o objetivo de resolver as equac¸o˜es de Einstein no va´cuo com simetria axial, Belinsky
e Zakharov fizeram uma versa˜o do Me´todo de Espalhamento Inverso (MEI) para a gravitac¸a˜o,
conhecida como me´todo de Belinsky e Zakharov (MBZ).
Algumas classes de soluc¸o˜es descritas pelo MBZ sa˜o importantes na teoria de gravitac¸a˜o,
pois possuem interesse astrof´ısico e cosmolo´gico (por exemplo, as soluc¸o˜es de Schwarzschild e
Kerr). Esse me´todo permite a construc¸a˜o das soluc¸o˜es de maneira sistema´tica, utilizando uma
soluc¸a˜o semente para obter uma nova soluc¸a˜o.
Originalmente, o MEI surgiu no estudo de equac¸o˜es diferenciais na˜o-lineares bidimensionais
tais como Korteweg-de Vries, que descrevem a propagac¸a˜o de ondas em canais de a´guas rasas.
Tais soluc¸o˜es ficaram conhecidas como so´litons, devido ao seu cara´ter na˜o-linear e por propagarem-
se como um pulso solita´rio. Possuem energia finita e localizada, uma velocidade caracter´ıstica
de propagac¸a˜o e tendem a` na˜o dispersa˜o (mesmo quando dois so´litons colidem). Portanto, sa˜o
resultado do balanc¸o entre os efeitos na˜o-lineares e a dispersa˜o da onda.
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O MEI foi desenvolvido nos anos 60 para resolver a equac¸a˜o de Korteweg-de Vries e usado
em seguida para solucionar outras equac¸o˜es na˜o-lineares, tais como as de Sine-Gordon e de
Schro¨dinger na˜o-linear.
Ja´ na de´cada de 70, o MEI foi adaptado para a relatividade geral com o objetivo de resolver
as equac¸o˜es de Einstein no va´cuo para espac¸os-tempo com me´tricas que dependiam somente
de duas varia´veis. Mais precisamente para espac¸os-tempo que admitem uma ortogonalidade
transitiva em grupos de dois paraˆmetros de isometrias. Estas me´tricas incluem situac¸o˜es f´ısi-
cas bastante distintas como em cosmologia, ondas gravitacionais planas colidindo e soluc¸o˜es
estaciona´rias axialmente sime´tricas [7].
Um tipo de estrutura axialmente sime´trica e´ a de anel. Sistemas com ane´is sa˜o comuns
em planetas gigantes do Sistema Solar [17]. Tambe´m observamos tais estruturas em diversas
gala´xias e nebulosas [10].
O potencial gravitacional newtoniano exato de um anel delgado de densidade linear cons-
tante e´ dado por uma integral el´ıptica [23]. Este potencial e´ geralmente aproximado por uma
se´rie de harmoˆnicos esfe´ricos truncada, ou seja, por uma expansa˜o multipolar. Na literatura
existem trabalhos mostrando a sobreposic¸a˜o na˜o-linear de um buraco negro com um termo
quadrupolar ([19] e [32]). Nesta tese, consideramos termos na se´rie truncada, que representam
o anel de mate´ria, correspondentes ao monopolo, quadrupolo, 16-polo, 64-polo e 256-polo. A
considerac¸a˜o dos treˆs u´ltimos termos na˜o e´ encontrada na literatura, assim como o estudo do
erro desta aproximac¸a˜o em comparac¸a˜o a` soluc¸a˜o exata em termos da integral el´ıptica.
Existem poucas soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein representando ane´is ou estruturas simi-
lares. O primeiro a considerar ane´is no contexto da relatividade geral foi Bach, que estudou a
me´trica esta´tica associada a um anel delgado de densidade constante [3]. Esta soluc¸a˜o e´ um
caso particular da me´trica de Weyl [47] e e´ escrita em termos de uma integral el´ıptica e suas
derivadas. Este espac¸o-tempo tem zonas de repulsa˜o e tambe´m possui singularidades direcionais
indicando a presenc¸a de mate´ria exo´tica com altas tenso˜es [14]. Este tipo de comportamento
e´ comum na classe de Weyl de soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein no va´cuo. Em relatividade
geral, bem como na gravitac¸a˜o newtoniana, ha´ um certo equ´ıvoco na interpretac¸a˜o do potencial
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gravitacional “complexificado” de uma part´ıcula como sendo o potencial de um anel muito
especial, o anel de Appell [2]. Este anel possui uma membrana e sua fonte na˜o e´ conhecida
(veja a discussa˜o em [14]). Soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein representando um centro de
atrac¸a˜o circundado por um flat ring (“anel chato”) foram consideradas em [27] e [41]. Pares de
potencial-densidade newtonianos para os flat ring e outras estruturas similares sa˜o mostrados
em [33]. Tambe´m foram consideradas as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein-Maxwell para um
anel num campo magne´tico constante em [22].
O objetivo desta tese e´ obter uma soluc¸a˜o exata das equac¸o˜es de Einstein no va´cuo que
represente o campo gravitacional de um centro de atrac¸a˜o circundado por um anel delgado de
densidade constante. O centro de atrac¸a˜o e´ modelado por um buraco negro de Kerr. Para
atingirmos nosso objetivo, utilizamos o MBZ [7, 5, 6]. Tomamos como soluc¸a˜o semente a
expansa˜o multipolar truncada do anel de mate´ria.
E´ importante destacar neste ponto que usamos o termo soluc¸a˜o exata no sentido de se
tratarem de soluc¸o˜es que sa˜o expressas por func¸o˜es anal´ıticas.
A estabilidade de o´rbitas circulares equatoriais de part´ıculas em sistemas gravitacionais tem
um papel importante em astrof´ısica [8]. No´s a testamos sob pertubac¸o˜es radiais (epic´ıclicas) e
verticais, pois em primeira aproximac¸a˜o o anel tambe´m pode ser considerado uma colec¸a˜o de
part´ıculas movendo-se em o´rbitas circulares. A estabilidade de o´rbitas circulares (geode´sicas) de
part´ıculas movendo-se ao redor de um centro de atrac¸a˜o circundado por diferentes distribuic¸o˜es
de mate´ria, incluindo a sobreposic¸a˜o de um BN de Schwarzschild mais um termo quadrupolar,
foi estudada em [32]. Pore´m, o estudo da estabilidade para um sistema com um buraco negro de
Kerr com um anel de mate´ria com densidade constante dado por uma expansa˜o em multipolos
na˜o e´ encontrado na literatura.
No cap´ıtulo 2, fazemos uma breve introduc¸a˜o aos principais conceitos e fo´rmulas da teoria
da relatividade geral utilizadas nesta tese. Ja´ no cap´ıtulo 3, e´ feita uma breve exposic¸a˜o
sobre o me´todo de espalhamento inverso (MEI), em particular, de sua aplicac¸a˜o em gravitac¸a˜o
conhecida como me´todo de Belinsky e Zakharov (MBZ). Finalizamos o cap´ıtulo obtendo as
soluc¸o˜es de Schwarzschild e Kerr a partir da soluc¸a˜o de Minkowski.
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No cap´ıtulo 4, discutimos a soluc¸a˜o de Weyl-Bach que descreve um anel delgado relativ´ıstico
com densidade constante. Utilizamos a aproximac¸a˜o desta soluc¸a˜o em termos de multipolos
como soluc¸a˜o semente no MBZ para obter a soluc¸a˜o do anel de mate´ria com o buraco negro
central. Esta soluc¸a˜o e´ apresentada na u´ltima sec¸a˜o do cap´ıtulo. Tambe´m discutimos o erro na
soluc¸a˜o devido ao truncamento na se´rie.
No cap´ıtulo 5, fazemos um resumo sobre a teoria de estabilidade referente a o´rbitas circulares
equatoriais sob perturbac¸o˜es radiais e verticais. Mostramos que esta estabilidade pode ser
analisada em termos das frequeˆncias epic´ıclicas (ou radiais) e verticais, obtendo suas expresso˜es
para os modelos newtoniano e relativ´ıstico. Ja´ no cap´ıtulo 6, analisamos estas perturbac¸o˜es
nos dois modelos para va´rios valores dos paraˆmetros relacionados ao buraco negro e ao anel de
mate´ria. Finalmente, no cap´ıtulo 7, fazemos um suma´rio dos resultados e concluso˜es obtidas
no cap´ıtulo anterior.
2
Relatividade Geral
“Space acts on matter, telling it how to move. In turn, matter reacts back on space, telling it how
to curve.”
C. W. Misner, K. S. Thorne e J. A. Wheeler, Gravitation, pa´gina 5.
Neste cap´ıtulo, faremos uma breve introduc¸a˜o aos principais conceitos e fo´rmulas da gravitac¸a˜o
einsteiniana, ou teoria da relatividade geral, utilizadas nesta tese.
2.1 Espac¸o-Tempo e Equac¸o˜es de Einstein
Na teoria de Newton, a interac¸a˜o gravitacional e´ consequeˆncia da ac¸a˜o de um campo escalar
Φ(x, y, z) criado por uma distribuic¸a˜o espacial de mate´ria com densidade de massa ρ(x, y, z).
Tal campo gravitacional e´ determinado pela seguinte equac¸a˜o:
∇2Φ(x, y, z) = 4piGρ(x, y, z), (2.1)
que e´ conhecida na literatura como equac¸a˜o de Poisson. Usamos a seguinte notac¸a˜o: ∇2 =∑3
i=1
∂2
∂(xi)2
, x1 = x, x2 = y, x3 = z e ∂
2
∂(xi)2
denotando derivadas parciais de segunda ordem nas
varia´veis dadas.
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Uma vez determinado o campo gravitacional Φ, a dinaˆmica das part´ıculas sob ac¸a˜o deste
campo e´ descrita pelas Leis de Newton da Mecaˆnica,
d2xi
dt2
= − ∂Φ
∂xi
, (2.2)
sendo que a dinaˆmica na˜o depende da massa da part´ıcula sob ac¸a˜o do campo Φ, e este depende
apenas da massa de sua fonte geradora. A equac¸a˜o (2.2) e´ , na verdade, um sistema de treˆs
equac¸o˜es diferenciais acopladas. Conhecer a dinaˆmica e´ encontrar as func¸o˜es x(t), y(t) e z(t)
que satisfazem esta equac¸a˜o para uma dada condic¸a˜o inicial.
A relatividade geral postula que a mate´ria e a energia distorcem o espac¸o-tempo ao seu
redor. Essa curvatura no espac¸o-tempo e´ descrita atrave´s do tensor me´trico, que conte´m a
informac¸a˜o sobre a geometria do mesmo. Este tensor me´trico permite definir um elemento de
linha como
ds2 = gµνdx
µdxν , (2.3)
sendo ds o intervalo espac¸o-temporal infinitesimal, gµν o tensor me´trico com assinatura +2 e
dxµ representa um deslocamento infinitesimal com relac¸a˜o a` coordenada xµ, com o ı´ndice µ
assumindo valores inteiros entre 0 e 3. Utilizamos a convenc¸a˜o da soma de Einstein para os
ı´ndices repetidos.
No caso da auseˆncia de mate´ria e energia que curvem o espac¸o-tempo, dizemos que o mesmo
e´ plano. Numa situac¸a˜o poss´ıvel, o tensor me´trico tem a seguinte forma matricial:
(gµν) =

−1 0 0 0
0 +1 0 0
0 0 +1 0
0 0 0 +1
 , (2.4)
e e´ conhecido como tensor me´trico de Minkowski. Portanto, o elemento de linha e´ escrito como,
ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (2.5)
sendo que ha´ a seguinte correspondeˆncia entre as varia´veis: x0 = t, x1 = x, x2 = y e x3 = z.
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Para escrever esta me´trica, utilizamos o sistema de unidades geome´tricas onde a velocidade
da luz e´ igual a` unidade, c = 1. Neste mesmo sistema de unidades, a constante universal de
gravitac¸a˜o de Newton tambe´m assume o valor G = 1 e, portanto, grandezas como posic¸a˜o,
tempo e massa possuem a mesma unidade de medida [42].
As equac¸o˜es de Einstein sa˜o dadas em termos de objetos matema´ticos mais complexos do
que o campo escalar Φ(x, y, z), que sa˜o os tensores. No lugar de Φ, temos o tensor me´trico
gµν(t, x, y, z), que e´ um tensor sime´trico de segunda ordem que possui 16 componentes. Pore´m,
devido a` simetria gµν = gνµ, temos apenas 10 componentes independentes. A me´trica gµν nos
permite realizar medidas espac¸o-temporais e, como ja´ foi dito, conte´m toda a informac¸a˜o sobre
a geometria do espac¸o-tempo.
Na notac¸a˜o de componentes e no sistema de unidades geome´tricas, as equac¸o˜es de Einstein
sa˜o:
Gµν = 8piTµν , (2.6)
sendo Gµν o tensor de Einstein, que descreve todo o conteu´do geome´trico do espac¸o-tempo,
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR, (2.7)
com Rµν representando o tensor de Ricci e R o escalar de curvatura. Eles sa˜o dados, respecti-
vamente, por
Rµν = R
α
µαν , (2.8)
R = gµνRµν , (2.9)
e Rαβµν e´ o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel que tem a seguinte forma
Rαβµν = Γ
α
βν,µ − Γαβµ,ν + ΓασµΓσβν − ΓασνΓσβν , (2.10)
tendo Γαµν como o s´ımbolo de Christofell,
Γαµν =
1
2
gαβ(gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β), (2.11)
e as v´ırgulas denotam a derivac¸a˜o parcial em relac¸a˜o a`s varia´veis xµ.
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O tensor de curvatura de Riemann nos informa qual e´ a curvatura do espac¸o-tempo. Assim,
espac¸os-tempo curvos possuem Rαβµν 6= 0 e os planos teˆm Rαβµν = 0. Ja´ no lado direito das
equac¸o˜es de Einstein, temos o tensor de energia-momento Tµν . Este tensor descreve a fonte de
mate´ria e energia que curva o espac¸o-tempo.
O tensor de Einstein e´ func¸a˜o da me´trica e de suas derivadas. Portanto, dado Tµν , resolver
as equac¸o˜es de Einstein e´ encontrar a forma funcional das 10 componentes independentes da
func¸a˜o me´trica gµν . Logo, a equac¸a˜o (2.6) e´ na verdade um sistema de 10 equac¸o˜es diferenciais
parciais na˜o-lineares acopladas. O cara´ter na˜o-linear das equac¸o˜es torna a tarefa de resolveˆ-las
na˜o trivial.
Para encontrar soluc¸o˜es de (2.6), nos valemos de simetrias que simplifiquem as equac¸o˜es.
Isto na˜o significa obter soluc¸o˜es que na˜o sejam realistas. Por exemplo, as soluc¸o˜es de va´cuo (ou
exteriores) possuem Tµν = 0 e simplificam as equac¸o˜es de Einstein a` forma
Rµν = 0, (2.12)
nos dando um importante grupo de soluc¸o˜es astrof´ısicas que descrevem buracos negros e estrelas
compactas. Como exemplos, temos as soluc¸o˜es de Schwarzschild e Kerr que sa˜o usadas para
modelar tais objetos astrof´ısicos.
Para conhecermos a trajeto´ria das part´ıculas no espac¸o-tempo precisamos resolver a equac¸a˜o
da geode´sica:
d2xµ
dτ 2
+ Γµνλ
dxν
dτ
dxλ
dτ
= 0, (2.13)
sendo Γµνλ o s´ımbolo de Christoffel (2.11) e τ o tempo pro´prio. Resolvendo a equac¸a˜o (2.13),
encontramos as func¸o˜es t(τ), x(τ), y(τ) e z(τ) que descrevem as trajeto´rias das part´ıculas no
espac¸o-tempo.
A teoria da relatividade geral faz previso˜es diferentes da newtoniana no limite de campos
gravitacionais extremos (tais como os de buracos negros e estrelas compactas) e no limite de
velocidades relativas muito pro´ximas a` da luz. Ela explica muito bem a deflexa˜o da luz por um
campo gravitacional, bem como a precessa˜o do perie´lio de Mercu´rio. Estes fatos observacionais
na˜o possuem explicac¸a˜o satisfato´ria na teoria da gravitac¸a˜o de Newton. No limite de campos
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fracos e velocidades na˜o relativ´ısticas, sa˜o obtidas as mesmas previso˜es da teoria newtoniana.
2.2 Desvios Geode´sicos Lineares
Para realizarmos o transporte paralelo dos quadrivetores, precisamos de uma “conexa˜o” ou
transformac¸a˜o. Assim, definimos a derivac¸a˜o covariante como:
DAµ(τ)
Dτ
≡ dA
µ(τ)
dτ
+ ΓµαβA
α(τ)
dxβ(τ)
dτ
, (2.14)
sendoAµ(τ) um quadrivetor, Γµαβ e´ a“conexa˜o”definida por (2.11), x
β(τ) e´ uma curva parametrizada
por τ na variedade e D
Dτ
denota a derivac¸a˜o covariante com respeito a τ . Quando xβ(τ) e´ uma
curva geode´sica na variedade riemanniana munida de me´trica (espac¸o-tempo), identificamos
Aµ(τ) com a quadrivelocidade da part´ıcula teste uµ(τ) = dx
µ(τ)
dτ
e τ com o tempo-pro´prio.
Como uma part´ıcula gravitando deve seguir um movimento geode´sico, a derivada covariante
de sua quadrivelocidade deve ser nula em toda a variedade, ou seja, deve satisfazer a equac¸a˜o
da geode´sica (2.13).
O chamado desvio geode´sico linear, que pode ser associado a uma perturbac¸a˜o linear, e´
definido por:
Xµ = xµ + δxµ, (2.15)
com δxµ representando uma pequena variac¸a˜o de xµ (ver figura 2.2). Sua equac¸a˜o tem a seguinte
forma:
D2
Ds2
δxµ +Rµαβγ
dxα
ds
dxβ
ds
δxγ = 0,
sendo Rµαβγ o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel (2.10). Podemos reescrever a equac¸a˜o
do desvio geode´sico como segue:
d2δxµ
dτ 2
+
∂Γµαβ
∂xγ
dxα
dτ
dxβ
dτ
δxγ + 2Γµαβ
dxα
dτ
dδxβ
dτ
= 0, (2.16)
que e´ uma forma na˜o manifestamente covariante (ver refereˆncia [44]).
2.3 Soluc¸o˜es das Equac¸o˜es de Einstein
Passaremos agora a soluc¸o˜es exatas de va´cuo axialmente sime´tricas que utilizaremos nesta
tese. Comec¸aremos pela soluc¸a˜o de simetria esfe´rica de Schwarzschild, que descreve buracos
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Figura 2.1: A figura mostra duas trajeto´rias geode´sicas xµ e Xµ e o desvio da geode´sica δxµ da
primeira para a segunda, sendo Xµ = xµ + δxµ.
negros sem carga e sem rotac¸a˜o. Depois passaremos a`s soluc¸o˜es de Weyl, onde veremos a
soluc¸a˜o de Schwarzschild como um caso particular desta classe. Por u´ltimo, a soluc¸a˜o de Kerr,
que descreve um buraco negro sem carga e com rotac¸a˜o.
2.3.1 Soluc¸a˜o de Schwarzschild
A soluc¸a˜o de Schwarzschild descreve a geometria do espac¸o-tempo fora de uma fonte gravi-
tacional esfe´rica e esta´tica. Estas soluc¸o˜es fora da fonte sa˜o ditas soluc¸o˜es de va´cuo ou soluc¸o˜es
exteriores e satisfazem as equac¸o˜es de Einstein na forma (2.12). O elemento de linha e´ deter-
minado apenas por um paraˆmetro de massa M e tem a forma:
ds2 = −(1− 2M
R
)dt2 + (1− 2M
R
)−1dR2 +R2dΩ2, (2.17)
sendo
dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2, (2.18)
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e R, θ e ϕ correspondem a`s coordenadas esfe´ricas usuais (ver por exemplo [26]). Esta soluc¸a˜o
foi descoberta pelo astroˆnomo alema˜o K. Schwarzschild em 1916 e foi a primeira soluc¸a˜o exata
das equac¸o˜es de Einstein encontrada [43]. Como ja´ mencionamos, tal soluc¸a˜o e´ de grande
importaˆncia astrof´ısica, pois descreve a gravidade produzida por estrelas e objetos compactos
com simetria esfe´rica e sem rotac¸a˜o.
Uma importante previsa˜o desta geometria e´ a existeˆncia de buracos negros. Neste caso, o
buraco negro e´ dito de Schwarzschild. Este possui uma singularidade f´ısica emR = 0 coberta por
um horizonte de eventos (uma superf´ıcie esfe´rica definida pelo raio de Schwarzschild RS = 2M).
Ao atravessarmos o horizonte de eventos, indo para o centro do buraco negro, temos a inversa˜o
dos sinais das coordenadas espaciais e temporal.
Particularidades sobre a dinaˆmica num espac¸o-tempo de Schwarzschild sera˜o descritas no
cap´ıtulo 6. Veja tambe´m a refereˆncia [42].
2.3.2 Soluc¸o˜es de Weyl
A simetria esfe´rica impo˜e restric¸o˜es, pois a soluc¸a˜o depende apenas de uma coordenada do
espac¸o-tempo. Um outro tipo de simetria, com menos restric¸o˜es, e´ a axial, onde a soluc¸a˜o
depende de duas coordenadas do espac¸o-tempo (independe do tempo e do aˆngulo de rotac¸a˜o
em torno do eixo de simetria). Foi este o caso tratado por Weyl, e tais soluc¸o˜es acabaram por
receber o seu nome [47]. Uma revisa˜o do assunto foi feita na tese de mestrado de D’Afonseca
[13].
O elemento de linha correspondente a` me´trica de Weyl tem a forma:
ds2 = −eΦdt2 + r2e−Φdϕ2 + eσ(dr2 + dz2), (2.19)
onde fizemos a correspondeˆncia (x0, x1, x2, x3) = (t, ϕ, r, z), que sa˜o chamadas coordenadas de
Weyl.
Ao usarmos a forma geral do elemento de linha de Weyl (2.19) nas equac¸o˜es de Einstein
para o va´cuo (2.12), conseguimos reescreveˆ-las encontrando as seguintes equac¸o˜es para Φ e σ:
Φ,rr +
Φ,r
r
+ Φ,zz = 0, (2.20)
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σ[Φ] = −Φ + 1
2
∫
r[(Φ2,r + Φ
2
,z)dr + 2Φ,rΦ,zdz], (2.21)
que sa˜o conhecidas como equac¸o˜es de Weyl. Note que a equac¸a˜o (2.20) e´ a equac¸a˜o de Laplace
em coordenadas cil´ındricas, que e´ linear e suas soluc¸o˜es sa˜o bem conhecidas no contexto da
teoria da gravitac¸a˜o newtoniana. Ja´ a integral (2.21) em termos da func¸a˜o Φ e´ na˜o-linear e sua
soluc¸a˜o e´ garantida por (2.20).
As soluc¸o˜es de Weyl formam uma classe de me´tricas diagonais com simetria axial, a` qual
pertence a soluc¸a˜o de Schwarzschild. Isso se deve ao fato de que a simetria esfe´rica e´ um caso
especial da simetria axial. A soluc¸a˜o de Schwarzschild em coordenadas de Weyl e´ dada por
Φ = ln(µ2/µ1), (2.22)
σ = ln[
M2µ31µ2
(µ21 + r
2)(µ1 − µ2)2(µ22 + r2)
],
sendo
µ1 = M − z +R1, µ2 = −M − z +R2, (2.23)
R1 =
√
(z −M)2 + r2, R2 =
√
(z +M)2 + r2.
Para relaciona´-la com a soluc¸a˜o em coordenadas de Schwarzschild, fazemos a seguinte trans-
formac¸a˜o:
r =
√
R2 − 2MR sin θ, z = (R−M) cos θ, (2.24)
que e´ va´lida para R > 2M , ou seja, a soluc¸a˜o (2.22) esta´ relacionada com a regia˜o exterior do
horizonte de eventos da me´trica de Schwarzschild.
Apo´s realizarmos esta transformac¸a˜o de coordenadas, conseguimos escrever a soluc¸a˜o (2.22)
na sua forma usual,
ds2 = −(1− 2M
R
)dt2 + (1− 2M
R
)−1dR2 +R2(dθ2 + sin2 θdφ2). (2.25)
Uma outra soluc¸a˜o de Weyl que sera´ utilizada nesta tese e´ o anel de Weyl-Bach [14]. Esta
soluc¸a˜o sera´ utilizada como soluc¸a˜o semente no me´todo de Belinsky-Zakharov e detalhada no
cap´ıtulo 4.
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2.3.3 Soluc¸a˜o de Kerr
A soluc¸a˜o de Kerr possui simetria axial, pore´m na˜o pertence a` classe de Weyl por tratar-se
de uma me´trica na˜o-diagonal. Este termo na˜o-diagonal representa a rotac¸a˜o deste espac¸o-
tempo. Portanto, a soluc¸a˜o de Kerr refere-se a um espac¸o-tempo axialmente sime´trico e com
rotac¸a˜o constante. Esta soluc¸a˜o e´ caracterizada por dois paraˆmetros: M (massa) e J (momento
angular), onde costuma-se definir o paraˆmetro de Kerr,
a = J/M, (2.26)
que possui a mesma dimensa˜o de M . O elemento de linha desta soluc¸a˜o e´:
ds2 = −∆− a
2 sin2 θ
ρ2
dt2 − 2a2MR sin
2 θ
ρ2
dtdϕ (2.27)
+
(R2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ
ρ2
sin2 θdϕ2
+ ρ2∆−1dR2 + ρ2dθ2,
sendo
ρ2 = R2 + a2 cos2 θ, ∆ = R2 + a2 − 2MR. (2.28)
Estas coordenadas sa˜o chamadas de Boyer-Lindquist. A coordenada ϕ e´ o aˆngulo no plano
do eixo de simetria, t e´ o tempo coordenado no qual tudo e´ estaciona´rio. As coordenadas R e
θ na˜o sa˜o as coordenadas esfe´ricas.
Quando a rotac¸a˜o e´ nula na me´trica de Kerr (a = 0), recuperamos a soluc¸a˜o de Schwarzschild
e R e θ correspondem a`s coordenadas esfe´ricas. Esta soluc¸a˜o foi obtida por R. P. Kerr em 1963
[24] no estudo alge´brico de soluc¸o˜es de va´cuo, e escrita na forma (2.27) de Boyer-Lindquist,
em 1967 [9]. Como no caso da me´trica de Schwarzschild, ale´m de descrever estrelas e objetos
compactos, a soluc¸a˜o de Kerr preveˆ a existeˆncia de buracos negros com simetria axial e com
rotac¸a˜o. Neste caso, o buraco negro e´ dito Buraco Negro de Kerr e ale´m de um horizonte de
eventos ele possui uma regia˜o chamada de ergosfera. A ergosfera e´ a regia˜o definida por
Rergosfera = M +
√
M2 − a2 cos2 θ, (2.29)
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e o horizonte de eventos como
Rhorizonte = M +
√
M2 − a2. (2.30)
Note que, quando na˜o ha´ rotac¸a˜o, a = 0, e o horizonte de Kerr coincide com o horizonte de
eventos de Schwarzschild, Rhorizonte = 2M (veja por exemplo [42]).
3
Me´todo de Integrac¸a˜o
Neste cap´ıtulo, faremos um exposic¸a˜o sobre o me´todo de espalhamento inverso (MEI) no contexto
das soluc¸o˜es solitoˆnicas que surgiram inicialmente da resoluc¸a˜o do problema de Cauchy para a equac¸a˜o
de Korteweg-de Vries. Posteriormente, detalharemos o desenvolvimento deste me´todo para resolver as
equac¸o˜es de Einstein no va´cuo com simetria axial, o me´todo de Belinsky e Zakharov (MBZ). Fi-
nalizaremos o cap´ıtulo aplicando o me´todo para obter as soluc¸o˜es de Schwarzschild e Kerr a partir de
uma soluc¸a˜o semente de Minkowski.
3.1 Me´todo de Espalhamento Inverso
Partiremos da seguinte equac¸a˜o diferencial parcial na˜o-linear:
u,t = F (u, u,z, u,zz, ...). (3.1)
Para que a func¸a˜o u(z, t) seja integra´vel pelo me´todo de espalhamento inverso (MEI), pre-
cisamos primeiro que a mesma tenha associada um problema de autovalores linear do tipo,
LΨ = λΨ, L = − d
2
dz2
+ u(z, t), (3.2)
com a func¸a˜o desconhecida u(z, t) fazendo o papel do“potencial”no operador linear L. Tambe´m
15
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e´ necessa´rio encontrar uma equac¸a˜o para descrever a evoluc¸a˜o temporal,
Ψ˙ = AΨ, (3.3)
tal que a condic¸a˜o de integrabilidade (Ψ,tz = Ψ,zt) das equac¸o˜es (3.2) e (3.3) seja a mesma de
(3.1).
Quando conhecemos o valor inicial u(z, 0), definimos os dados do “espalhamento”. Na
mecaˆnica quaˆntica este problema e´ conhecido como o espalhamento de uma part´ıcula por um
potencial u(z, 0) e inclui os coeficientes de transmissa˜o e reflexa˜o e os autovalores de energia λ.
Caso as condic¸o˜es descritas sejam satisfeitas, a equac¸a˜o na˜o-linear (3.1) e´ integra´vel pelo MEI
e a soluc¸a˜o u(z, t) e´ encontrada pelo ca´lculo do potencial correspondente a` evoluc¸a˜o temporal dos
dados do espalhamento. Este u´ltimo passo e´ o problema do espalhamento inverso propriamente
dito e requer, usualmente, a soluc¸a˜o de uma equac¸a˜o integral linear na˜o-trivial.
Este procedimento torna-se vantajoso quando obtemos uma equac¸a˜o para a evoluc¸a˜o dos
dados de espalhamento que possa ser integrada de maneira via´vel. Isso acontece para algumas
classes especiais de equac¸o˜es da f´ısica na˜o-linear. Esta descoberta foi feita por Gardner, Greene,
Kruskal e Miura em 1967, ao resolverem o problema de Cauchy para a equac¸a˜o de Korteweg-de
Vries [18].
Embora o procedimento como um todo seja complexo, existe uma classe especial de soluc¸o˜es
chamadas soluc¸o˜es solitoˆnicas, para as quais o problema de espalhamento inverso pode ser
resolvido de forma anal´ıtica.
3.1.1 Generalizac¸a˜o e Exemplos
Podemos generalizar um sistema de equac¸o˜es da seguinte forma:
Ψ,z = U
(1)Ψ Ψ,t = V
(1)Ψ, (3.4)
com as matrizes U (1) e V (1) dependendo racionalmente do paraˆmetro espectral complexo λ e
de duas coordenadas espac¸o-temporais reais z e t. A matriz coluna Ψ tambe´m e´ func¸a˜o destas
varia´veis independentes. Usando a condic¸a˜o de integrabilidade de Ψ (Ψ,zt = Ψ,tz), reescrevemos
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a mesma em termos das matrizes U (1) e V (1):
U
(1)
,t − V (1),z + U (1)V (1) − V (1)U (1) = 0. (3.5)
Esta condic¸a˜o deve ser satisfeita para todos os valores de λ e deve coincidir com a equac¸a˜o
diferencial integra´vel (ou sistema) de interesse.
Equac¸a˜o de Korteweg-de Vries. Fazendo a escolha
U (1) = iλ
 1 0
0 −1
+
 0 1
u 0
 , (3.6)
V (1) = 4iλ
 1 0
0 −1
+ 4λ2
 0 1
u 0

+ 2iλ
 u 0
u,z −u
+
 −u,z 2u
2u2 − u,zz u,z
 ,
para que a equac¸a˜o (3.5) seja satisfeita precisamos que 0 0
u,t − 6uu,z − u,zzz 0
 = 0, (3.7)
a qual e´ a equac¸a˜o de Korteweg-de Vries:
u,t − 6uu,z − u,zzz = 0. (3.8)
O problema espectral, definido para a matriz Ψ,
Ψ =
 Ψ1
Ψ2
 , (3.9)
e´ o seguinte:
Ψ1,z = iλΨ1 + Ψ2, (3.10)
Ψ2,z = −iλΨ2 + uΨ1,
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que equivale ao problema (3.2).
Equac¸a˜o de Sine-Gordon. Neste exemplo temos uma equac¸a˜o relativisticamente invariante.
Do ponto de vista matema´tico, as naturezas f´ısicas das varia´veis z e t sa˜o irrelevantes e no´s
podemos interpreta´-las como coordenadas nulas do tipo-luz. Portanto, torna-se u´til fazer a
transformac¸a˜o para as coordenadas nulas ζ e η:
ζ =
1
2
(z + t), η =
1
2
(z − t). (3.11)
Agora, reescreveremos o sistema de equac¸o˜es (3.4) e (3.5) como:
Ψ,ζ = U
(2)Ψ, Ψ,η = V
(2)Ψ, (3.12)
U (2),η − V (2),ζ + U (2)V (2) − V (2)U (2) = 0, (3.13)
com U (2) = U (1) + V (1) e V (2) = U (1) − V (1). Enta˜o, fazemos a seguinte escolha:
U (2) = iλ
 1 0
0 −1
+
 0 u,ζ
u,ζ 0
 , (3.14)
V (2) =
1
4iλ
 cosu −i sinu
i sinu − cosu
 .
Temos da condic¸a˜o de integrabilidade (3.13) que 0 u,ζη − sinu
u,ζη − sinu 0
 = 0. (3.15)
Esta e´ a equac¸a˜o de Sine-Gordon:
u,ζη − sinu = 0. (3.16)
Para este caso, o problema espectral (3.12) e´:
Ψ1,ζ = iλΨ1 +
i
2
u,ζΨ2, (3.17)
Ψ2,ζ = −iλΨ2 + i
2
u,ζΨ1.
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Ao resolver o problema do espalhamento inverso para o sistema estaciona´rio, encontramos
a evoluc¸a˜o dos dados de espalhamento no “tempo” η. Dessa forma, a te´cnica do espalhamento
inverso nos da´ a soluc¸a˜o u(ζ, η) [36].
3.2 Me´todo de Belinsky e Zakharov
O me´todo de Belinsky e Zakharov (MBZ) e´ uma aplicac¸a˜o do MEI para a relatividade geral
com o objetivo de resolver as equac¸o˜es de Einstein no va´cuo com simetria axial para um grupo
de simetria de dois paraˆmetros. A motivac¸a˜o para o estudo destes me´todos, esta´ no fato de
serem matematicamente bem definidos, possuindo soluc¸o˜es anal´ıticas. Um outro motivo e´ o fato
de existirem diversas soluc¸o˜es de interesse astrof´ısico e cosmolo´gico que se enquadram dentro
do esquema do me´todo, tais como: estrelas, ana˜s brancas, buracos negros, discos de acrec¸a˜o de
mate´ria e gala´xias.
De maneira geral, o MBZ consiste em encontrar, para as equac¸o˜es na˜o-lineares de Einstein,
um problema de operadores diferenciais lineares (equac¸o˜es espectrais) associado, cuja condic¸a˜o
de integrabilidade seja a equac¸a˜o na˜o-linear a ser resolvida. O pro´ximo passo e´ obter as soluc¸o˜es
conhecidas como so´litons. Para tanto, precisamos conhecer uma soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Ein-
stein (soluc¸a˜o semente) e, a partir da´ı, obter uma nova soluc¸a˜o atrave´s da resoluc¸a˜o de um
sistema de equac¸o˜es e de uma se´rie de operac¸o˜es alge´bricas (ver esquema da figura 3.2).
A forma geral para o elemento de linha de uma me´trica com simetria axial na teoria da
relatividade geral e´:
ds2 = gab(r, z)dx
adxb + f(r, z)(dr2 + dz2), (3.18)
com a, b = 0, 1 e, em geral, o subespac¸o gab e´ na˜o-diagonal. As equac¸o˜es de Einstein no va´cuo
teˆm a seguinte forma:
Rµν = 0, (3.19)
sendo que os ı´ndices µ e ν assumem os valores entre 0 e 3, com a seguinte correspondeˆncia
(x0, x1, x2, x3) = (t, ϕ, r, z).
Das equac¸o˜es de Einstein podemos definir, sem perda de generalidade, o determinante de
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+          =
MBZ BN
ANEL DE MATÉRIA
(SOLUÇÃO SEMENTE)
Figura 3.1: Esquema do me´todo de Belinsky-Zakharov (MBZ), ilustrando a ide´ia ba´sica da
sobreposic¸a˜o na˜o-linear. Conhecendo uma soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein no va´cuo com
simetria axial, podemos obter sua sobreposic¸a˜o na˜o-linear com um buraco negro (BN) atrave´s
das operac¸o˜es do MBZ. Como resultado, encontramos o anel de mate´ria (soluc¸a˜o semente) com
o buraco negro em seu centro.
g = (gab) como:
det g = −r2. (3.20)
Usando (3.20), podemos reescrever as equac¸o˜es de Einstein no va´cuo como,
U,r + V,z = 0, (3.21)
(ln f),r = −1
r
+
1
4r
Tr(U2 − V 2), (3.22)
(ln f),z =
1
2r
Tr(UV ), (3.23)
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sendo as matrizes U e V definidas da seguinte forma:
U = rg,rg
−1, V = rg,zg−1. (3.24)
Dentro do esquema do me´todo, podemos ver que (3.21) e´ a condic¸a˜o de integrabilidade de
(3.22) e (3.23). Temos que obter a equac¸a˜o para U e V (condic¸a˜o de integrabilidade) a partir
de um problema mais geral superdeterminado, relacionado a um problema de autovalores de
algum operador diferencial linear. Tal sistema dependera´ de um paraˆmetro espectral complexo
λ. As soluc¸o˜es das equac¸o˜es do problema original dependera˜o do tipo de estrutura anal´ıtica
das autofunc¸o˜es no plano λ. Para tanto, Belinsky e Zakharov introduziram o problema de
operadores diferenciais lineares associados [7, 5, 6]:
D1Ψ =
rV − λU
λ2 + r2
Ψ, D2Ψ =
rU + λV
λ2 + r2
Ψ, (3.25)
sendo
D1 = ∂z − 2λ
2
λ2 + r2
∂λ, D2 = ∂r +
2λr
λ2 + r2
∂λ. (3.26)
Do sistema acima, podemos observar que a matriz g e´ simplesmente a matriz generalizada
Ψ(r, z, λ) para λ = 0.
g(r, z) = Ψ(r, z, λ = 0).
Logo, o problema de operadores lineares reproduz a equac¸a˜o para U e V quando λ = 0. A
soluc¸a˜o deste sistema na˜o so´ garante que a equac¸a˜o para U e V (3.21) e´ verdadeira, mas nos
da´ a soluc¸a˜o para as componentes gab da me´trica.
Para encontrarmos as matrizes U0(r, z) e V0(r, z) e obtermos Ψ0(r, z, λ) por integrac¸a˜o,
precisamos conhecer uma soluc¸a˜o g0(r, z) das equac¸o˜es de Einstein. Com tal propo´sito, vamos
reescrever a matriz Ψ da seguinte forma:
Ψ = χΨ0. (3.27)
A partir da´ı, encontramos as seguintes equac¸o˜es para χ(r, z, λ):
D1χ =
rV − λU
λ2 + r2
χ− χrV0 − λU0
λ2 + r2
, (3.28)
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D2χ =
rU + λV
λ2 + r2
χ− χrU0 − λV0
λ2 + r2
. (3.29)
A matriz χ tem que satisfazer algumas condic¸o˜es especiais. Ela deve ser real e sime´trica
para que g tambe´m o seja. Logo, precisamos impor que
χ(λ) = χ(λ), Ψ(λ) = Ψ(λ), (3.30)
com χ denotando o complexo conjugado de χ. Uma outra condic¸a˜o e´
χ
′
(λ) = g(χt)−1(−r2/λ)g−10 , (3.31)
sendo χ
′
(λ) = χ(λ) para garantir que g seja sime´trica. Esta condic¸a˜o nos da´ a expressa˜o:
g = χ(λ)g0χ
t(−r2/λ), (3.32)
com χt igual a` transposta de χ. Portanto, e´ necessa´rio impor que, quando λ→∞, a matriz χ
tenda a` unidade,
lim
λ→∞
χ(λ) = I.
Enta˜o, temos o seguinte resultado para λ = 0:
g = χ(0)g0. (3.33)
Uma outra condic¸a˜o suplementar (do fato de det g0 = det g) e´ que:
detχ(0) = 1. (3.34)
Esta u´ltima condic¸a˜o impora´ uma renormalizac¸a˜o das soluc¸o˜es, que, por motivo de praticidade,
faremos no final do processo de ca´lculo. As soluc¸o˜es renormalizadas, que indicaremos como g(f)
(g f´ısico), teˆm a seguinte forma geral:
g(f) = ±r(− det g)−1/2g, (3.35)
U (f) = U + [1− 1
2
r(ln det g),r]I,
V (f) = V − 1
2
r(ln det g),zI.
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Temos que encontrar a matriz χ que satisfac¸a as condic¸o˜es suplementares.
A matriz χ sera´ determinada por pontos do plano λ que constituem po´los simples:
χ = I +
n∑
k=1
Rk
λ− µk . (3.36)
Logo, podemos escrever para λ = 0 em (3.27):
g(r, z) = (I −
n∑
k=1
µ−1k Rk)g0. (3.37)
Passaremos agora ao estudo da estrutura anal´ıtica do plano λ. As equac¸o˜es para os po´los
sa˜o as seguintes:
µk,z =
−2µ2k
µ2k + r
2
, (3.38)
µk,r =
2rµk
µ2k + r
2
. (3.39)
Suas soluc¸o˜es sa˜o ra´ızes da equac¸a˜o quadra´tica
µ2k + 2(z − ωk)µk − r2 = 0, (3.40)
com os ωk’s sendo constantes complexas arbitra´rias.
Uma vez determinados os po´los, devemos prosseguir no sentido de determinar a matriz Rk.
Para tanto, vamos reescrever as equac¸o˜es para χ ((3.28) e (3.29)) em termos dos operadores D1
e D2 da seguinte forma:
rV − λU
λ2 + r2
= (D1χ)χ
−1 + χ
rV0 − λU0
λ2 + r2
χ−1, (3.41)
rU + λV
λ2 + r2
= (D2χ)χ
−1 + χ
rU0 + λV0
λ2 + r2
χ−1. (3.42)
Calculando os res´ıduos das equac¸o˜es (3.41) e (3.42), vemos que Rk precisa satisfazer:
Rk,zχ
−1(µk) +Rk
rV0 − µkU0
µ2k + r
2
χ−1(µk) = 0, (3.43)
Rk,rχ
−1(µk) +Rk
rU0 + µkV0
µ2k + r
2
χ−1(µk) = 0. (3.44)
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De χχ−1 = I nos po´los λ = µk, temos
Rkχ
−1(µk) = 0. (3.45)
A u´ltima equac¸a˜o nos permite escrever a seguinte forma matricial para Rk e χ
−1:
(Rk)ab = n
(k)
a m
(k)
b , [χ
−1(µk)]ab = q(k)a p
(k)
b , (3.46)
e tambe´m a seguinte condic¸a˜o:
m(k)a q
(k)
a = 0. (3.47)
Substituindo a forma matricial de Rk de (3.46), encontramos as seguintes equac¸o˜es:
[m(k)a,z +m
(k)
b
(rV0 − µkU0)ba
µ2k + r
2
]q(k)a = 0, (3.48)
[m(k)a,r +m
(k)
b
(rU0 + µkV0)ba
µ2k + r
2
]q(k)a = 0. (3.49)
Sua soluc¸a˜o esta´ associada com Ψ0 da seguinte forma:
m(k)a = (m
(k)
0 )b[Ψ
−1
0 (µk, r, z)]ba, (3.50)
com (m
(k)
0 )b sendo um vetor constante arbitra´rio.
Ainda precisamos determinar o vetor n
(k)
a para escrevermos a matriz Rk. Para tanto, vamos
impor que g satisfac¸a a condic¸a˜o suplementar (3.32) no po´lo µk e encontramos para Rk:
Rkg0[I −
n∑
l=1
(r2 + µkµl)
−1µkRtl ] = 0. (3.51)
Substituindo a expressa˜o matricial de Rk na u´ltima equac¸a˜o, temos o seguinte sistema de
equac¸o˜es lineares para n
(k)
a :
n∑
l=1
Γkln
(k)
a = µ
−1
k m
(k)
c (g0)ca, (3.52)
Γkl ≡ (r2 + µkµl)−1m(k)c (g0)cbm(l)b . (3.53)
Defininos a inversa de Γkl:
n∑
m=1
ΠkmΓml = δkl. (3.54)
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Uma vez garantida a existeˆncia da inversa, podemos resolver o sistema para n
(k)
a :
n(k)a =
n∑
l=1
µ−1l ΠklL
(k)
a , (3.55)
L(k)a ≡ m(k)c (g0)ca. (3.56)
Agora, podemos escrever as componentes do tensor me´trico como segue:
gab = (g0)ab −
n∑
k,l=1
µ−1k µ
−1
l ΠklL
(k)
a L
(l)
b . (3.57)
Nesta u´ltima expressa˜o podemos ver que g e´ sime´trica, como deveria ser.
A componente f da me´trica e´ dada pela expressa˜o:
f = Cnf0r
n(
n∏
k=1
µ2k)(
n∏
k=1
(µ2k + r
2))−1 det Γkl, (3.58)
as constantes Cn’s sa˜o arbitra´rias e f0 e´ a soluc¸a˜o semente.
Agora, temos que renormalizar as func¸o˜es gab e f de acordo com (3.35). Para gab, obtemos:
g(f) = ±r(− det g)−1/2g,
com det g sendo
det g = (−1)nr2n(
n∏
k=1
µ−2k ) det g0.
Para f usamos as transformac¸o˜es:
U (f) = U + [1− 1
2
r(ln det g),r]I,
V (f) = V − 1
2
r(ln det g),zI,
e encontramos:
f (f) = Cff0r
−n2/2(
n∏
k=1
µk)
n+1[
n∏
k>l=1
(µk − µl)−2] det Γkl, (3.59)
sendo Cf uma constante arbitra´ria que garante a condic¸a˜o f
(f) ≥ 0.
Uma u´ltima observac¸a˜o sobre a estrutura anal´ıtica do plano λ e´ que, se os po´los sa˜o reais,
para que g tambe´m o seja temos que tomar todas as constantes arbitra´rias reais. Caso os po´los
sejam complexos, eles devem aparecer aos pares com os seus conjugados. Logo, as constantes
arbitra´rias tambe´m devera˜o aparecer aos pares com os seus respectivos complexos conjugados.
As soluc¸o˜es que obtemos possuem po´los reais.
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3.2.1 A Func¸a˜o Ψ0
A soluc¸a˜o semente e´ introduzida no ca´lculo atrave´s da func¸a˜o Ψ0. Estudaremos a func¸a˜o
Ψ0 que satisfaz as equac¸o˜es (3.25) e pertence a uma classe de Weyl de me´tricas diagonais dada
por (2.19),
ds2 = −eΦdt2 + r2e−Φdθ2 + f0(dr2 + dz2),
com f0 = e
σ e Φ sendo func¸o˜es de z e r que satisfazem (2.20) e (2.21):
Φ,rr + Φ,r/r + Φ,zz = 0
e
σ[Φ] = −Φ + 1
2
∫
r[(Φ2,r − Φ2,z)dr + 2Φ,rΦ,zdz].
As equac¸o˜es (3.21), (3.22) e (3.23) sa˜o equivalentes a`s (2.20) e (2.21) para a me´trica (2.19).
Estas soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein no va´cuo sa˜o conhecidas na literatura como soluc¸o˜es
de Weyl ou me´tricas de Weyl [47].
Como a me´trica (2.19) e´ diagonal, podemos assumir que sua func¸a˜o Ψ0 associada e´ tambe´m
uma matriz diagonal [30]. Enta˜o, as equac¸o˜es (3.25) tornam-se:
(r∂r − λ∂z + 2λ∂r) det Ψ0 = 2 det Ψ0, (3.60)
(r∂z + λ∂r) det Ψ0 = 0, (3.61)
det Ψ0|λ=0 = −r2. (3.62)
Uma soluc¸a˜o para este sistema e´:
det Ψ0 = (−r2 + λ2 + 2λz). (3.63)
Do fato que Ψ0 e´ diagonal e de (3.63), no´s podemos concluir que na˜o ha´ perda de generalidade
em escrever as soluc¸o˜es como segue:
(Ψ0)00 = (r
2 − λ2 − 2λz)eF , (3.64)
(Ψ0)11 = −e−F . (3.65)
Me´todo de Integrac¸a˜o 27
Com esta parametrizac¸a˜o de Ψ0, as equac¸o˜es matriciais para a me´trica (2.19) reduzem-se
a`s seguintes equac¸o˜es escalares:
(r∂r − λ∂z + 2λ∂λ)F = rΦ,r, (3.66)
(r∂z + λ∂r)F = rΦ,z, (3.67)
F |λ=0 = Φ. (3.68)
Para calcular as soluc¸o˜es solitoˆnicas, precisamos conhecer a matriz Ψ0 nos po´los µk. Logo,
no´s temos
F ≡ F |λ=µk , (3.69)
ou seja, a func¸a˜o F ao longo das trajeto´rias dos po´los. Estas sa˜o dadas pelas seguintes equac¸o˜es:
µk,r = 2rµk/(µ
2
k + r
2), µk,z = −2µ2k/(µ2k + r2). (3.70)
Utilizando (3.66) e (3.70), temos
r∂rFk − µk∂zFk = rΦ,r, (3.71)
µk∂rFk + r∂zFk = rΦ,z. (3.72)
Logo,
Fk[Φ] =
1
2
∫
r
µk
[(µk,rΦ,r − µk,zΦ,z)dr + (µk,rΦ,z + µk,zΦ,r)dz]. (3.73)
Este problema esta´ resolvido em [29].
3.3 Exemplos em gravitac¸a˜o
As soluc¸o˜es de Schwarzschild e Kerr podem ser obtidas utilizando uma soluc¸a˜o semente de
Minkowski para n = 2 na expressa˜o (3.57). Soluc¸o˜es com n = 2 sa˜o conhecidas como soluc¸o˜es a
dois so´litons. Nesta sec¸a˜o, encontraremos estas soluc¸o˜es com objetivo de ilustrar a aplicac¸a˜o do
me´todo dentro do contexto da gravitac¸a˜o. As soluc¸o˜es foram obtidas com o aux´ılio do software
REDUCE.
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Soluc¸a˜o de Schwarzschild
Usamos a soluc¸a˜o semente de va´cuo (espac¸o-tempo plano de Minkowski):
ds2 = −dt2 + r2dϕ2 + dr2 + dz2. (3.74)
Logo, g0 e´,
g0 = diag(−1, r2), (3.75)
e Ψ0 tem a seguinte forma:
Ψ0 = diag(−1, r2 − 2zµk − µ2k) (3.76)
As constantes m
(k)
b sa˜o definidas como:
m
(k)
t = C
(k)
t , m
(k)
ϕ = C
(k)
ϕ µ
−1
k . (3.77)
Atrave´s do MBZ encontramos as seguintes componentes para a me´trica em coordenadas de
Weyl:
gtt = −µ2/µ1, (3.78)
gϕϕ = (µ1/µ2)r
2, (3.79)
gtϕ = gϕt = 0, (3.80)
f =
(C
(1)
t )
2(C
(2)
ϕ )2µ31µ2
(µ21 + r
2)(µ1 − µ2)2(µ22 + r2)
, (3.81)
com
µ1 = M − z +R1, µ2 = −M − z +R2,
R1 =
√
(z −M)2 + r2, R2 =
√
(z +M)2 + r2,
(C
(1)
t C
(2)
ϕ )
2 = M2.
Fazendo a transformac¸a˜o para coordenadas prolatas,
x =
R2 +R1
2M
, y =
R2 −R1
2M
, (3.82)
Me´todo de Integrac¸a˜o 29
e depois para as coordenadas de Schwarzschild,
x =
R
M
− 1, y = cos θ, (3.83)
encontramos a forma usual da soluc¸a˜o:
ds2 = −(1− 2M
R
)dt2 + (1− 2M
R
)−1dR2 +R2dθ2 +R2 sin2 θdϕ2. (3.84)
Soluc¸a˜o de Kerr
Em coordenadas de Weyl, a me´trica de Kerr tem a seguinte forma para suas componentes:
gtt = (−(((µ1µ2 + r2)C(2)t + (µ1 − µ2)C(2)ϕ r)C(1)ϕ (3.85)
− ((µ1µ2 + r2)C(2)ϕ − (µ1 − µ2)C(2)t r)C(1)t )
× (((µ1µ2 + r2)C(2)t − (µ1 − µ2)C(2)ϕ r)C(1)ϕ
− ((µ1µ2 + r2)C(2)ϕ + (µ1 − µ2)C(2)t r)C(1)t )µ1µ2)
/ ((((µ1µ2 + r
2)2(C(2)ϕ )
2 + (µ1 − µ2)2(C(2)t )2µ22)
× C(1)t µ1 − 2(µ21 + r2)(µ22 + r2)C(1)ϕ C(2)ϕ C(2)ϕ
× µ2)C(1)t µ1 + ((µ1µ2 + r2)2(C(2)t )2µ22
+ (µ1 − µ2)2(C(2)ϕ )2r4)(C(1)ϕ )2)
gtϕ = (−((C(1)t µ1 + C(1)t r)(C(1)t µ1 − C(1)ϕ r)(µ22 + r2) (3.86)
× C(2)t C(2)ϕ − (C(2)t µ2 + C(2)ϕ r)(C(2)t µ2 − C(2)ϕ r)(µ21 + r2)
× C(1)t C(1)ϕ )(µ1µ2 + r2)(µ1 − µ2))/((((µ1µ2 + r2)2
× (C(2)ϕ )2 + (µ1 − µ2)2(C(2)t )2µ22)C(1)t µ1 − 2(µ21
+ r2)(µ22 + r
2)C(1)ϕ C
(2)
t C
(2)
ϕ µ2)C
(1)
t µ1
+ ((µ1µ2 + r
2)2(C
(2)
t )
2µ22 + (µ1 − µ2)2(C(2)ϕ )2
× r4)(C(1)ϕ )2) = gϕt
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gϕϕ = ((((µ1µ2 + r
2)C
(2)
t µ
2
2 + (µ1 − µ2)C2)ϕ r3)C(1)ϕ r (3.87)
− ((µ1µ2 + r2)C(2)ϕ r − (µ1 − µ2)C(2)t µ22)C(1)t µ21)
( ((µ1µ2 + r
2)C
(2)
t µ
2
2 − (µ1 − µ2)C(2)ϕ r3)C(1)ϕ r − ((µ1µ2
+ r2)C(2)ϕ r + (µ1 − µ2)C(2)t µ22)C(1)t µ21))/(((((µ1µ2
+ r2)2(C(2)ϕ )
2 + (µ1 − µ2)2(C(2)t )2µ22)C(1)t µ1 − 2(µ21
+ r2)(µ22 + r
2)C(1)ϕ C
(2)
t C
(2)
ϕ µ2)C
(1)
t µ1 + ((µ1µ2
+ r2)2(C
(2)
t )
2µ22 + (µ1 − µ2)2(C(2)ϕ )2r4)(C(1)ϕ )2)µ1µ2),
f = ((4(C
(2)
t )
4M2µ21µ
4
2 + 8(C
(2)
t )
4M2µ1µ
3
2r
2 (3.88)
+ 4(C
(2)
t )
4M2µ22r
4 + 16(C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2M4µ41µ
2
2
− 32(C(2)t )2(C(2)ϕ )2M4µ31µ32 + 16(C(2)t )2(C(2)ϕ )2M4µ21µ42
+ 8(C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2M2µ31µ
3
2 + 8(C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2M2µ31µ2r
2
+ 8(C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2M2µ1µ
3
2r
2 + 8(C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2M2µ1µ2r
4
+ (C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2µ21r
4 − 2(C(2)t )2(C(2)ϕ )2µ1µ2r4
+ (C
(2)
t )
2(C(2)ϕ )
2µ22r
4 + 4(C(2)ϕ )
4M2µ41µ
2
2
+ 8(C(2)ϕ )
4M2µ31µ2r
2 + 4(C(2)ϕ )
4M2µ21r
4)(C
(1)
t )
2µ1µ2)
/ (4(µ21 + r
2)(µ1µ2 + r
2)2(µ1 − µ2)2(µ22 + r2)(C(2)ϕ )2M2).
Passamos a soluc¸a˜o para coordenadas prolatas e depois para coordenadas de Boyer-Lindquist:
px+ 1 =
r
m
, qy =
a
m
cos θ, t
′
= t+ 2aϕ, (3.89)
p =
σ
m
, q =
a
m
, σ =
√
m2 − a2.
As constantes f´ısicas acima esta˜o relacionadas com as do MBZ da seguinte forma:
C(1)ϕ C
(2)
t − C(1)t C(2)ϕ = σ, C(1)ϕ C(2)t + C(1)t C(2)ϕ = −m, (3.90)
C(1)ϕ C
(2)
ϕ − C(1)t C(2)t = −b, C(1)ϕ C(2)ϕ + C(1)t C(2)t = a.
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Portanto, podemos escrever a soluc¸a˜o de Kerr da seguinte forma:
ds2 = −∆− a
2 sin2 θ
ρ2
dt2 − 2a2MR sin
2 θ
ρ2
dtdϕ (3.91)
+
(R2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ
ρ2
sin2 θdϕ2
+ ρ2∆−1dR2 + ρ2dθ2,
com
ρ2 = R2 + a2 cos2 θ, ∆ = R2 + a2 − 2MR. (3.92)
4
Soluc¸o˜es via MBZ
Neste cap´ıtulo discutiremos a soluc¸a˜o de Weyl-Bach que descreve um anel de mate´ria relativ´ıstico.
Ela pertence a` classe de Weyl de me´tricas diagonais e sera´ usada como soluc¸a˜o semente no MBZ
para gerar a sobreposic¸a˜o na˜o-linear com os buracos negros de Schwarzschild e Kerr. Abordamos com
detalhes o problema do anel de mate´ria em termos de sua expansa˜o em multipolos e da integral el´ıptica,
do ponto de vista newtoniano e relativ´ıstico. Na u´ltima sec¸a˜o do cap´ıtulo, apresentamos a soluc¸a˜o do
anel de mate´ria com um buraco negro de Kerr no seu centro.
4.1 O Anel de Mate´ria
Sabemos, da teoria newtoniana, que o potencial gravitacional satisfaz a equac¸a˜o de Poisson
com as devidas condic¸o˜es de contorno para cada situac¸a˜o f´ısica. Na auseˆncia da fonte (soluc¸a˜o
de va´cuo), precisamos resolver a equac¸a˜o de Laplace,
∇2Φ(R, θ, ϕ) = 0, (4.1)
em coordenadas esfe´ricas:
1
R
∂2
∂R2
(RΦ) +
1
R2 sin θ
∂
∂θ
(sin θ
∂
∂θ
) +
1
R2 sin2 θ
∂2
∂ϕ2
Φ = 0. (4.2)
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Para realizar a separac¸a˜o de varia´veis, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (4.2) e´ escrita como o produto
Φ(R, θ, ϕ) =
U(R)
R
P (θ)Q(ϕ). (4.3)
Enta˜o obtemos um sistema de treˆs equac¸o˜es acopladas. A equac¸a˜o para Q(ϕ) tem a seguinte
forma:
1
Q
d2Q
dϕ2
= −m2, (4.4)
e tem como soluc¸a˜o
Q = e±imϕ, (4.5)
sendo m um nu´mero inteiro. Ja´ a equac¸a˜o para U(R) e´ a seguinte:
d2U
dR2
− l(l + 1)
R2
U = 0, (4.6)
com a soluc¸a˜o
U = ARl+1 +BR−l, (4.7)
com l assumindo valores inteiros positivos. Por u´ltimo, a equac¸a˜o para P (θ) pode ser escrita
como:
1
sin θ
d
dθ
(sin θ
dP
dθ
) + [l(l + 1)− m
2
sin2 θ
]P = 0. (4.8)
Se fizermos a seguinte transformac¸a˜o de coordenadas:
x = cos θ
na equac¸a˜o (4.8), obtemos a chamada equac¸a˜o de Legendre generalizada, cujas soluc¸o˜es sa˜o
as func¸o˜es de Legendre associadas. Para o caso em que m = 0, temos a chamada equac¸a˜o de
Legendre ordina´ria, que tem como soluc¸a˜o os polinoˆmios de Legendre. Problemas onde na˜o ha´
dependeˆncia de ϕ possuem simetria azimutal (m = 0). Logo, a soluc¸a˜o sera´ em termos dos
polinoˆmios de Legendre:
Φ(R, θ) =
∞∑
l=0
[AlR
l +BlR
−(l+1)]Pl(cos θ). (4.9)
As condic¸o˜es de contorno nos dara˜o os valores das constantes f´ısicas para cada situac¸a˜o.
Em nosso caso, estamos interessados no problema de um anel delgado de massa m e densidade
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constante (anel de mate´ria). O potencial gravitacional em termos de sua expansa˜o multipolar
tem a seguinte expressa˜o:
Φ(R, θ) =
∞∑
l=0
Al
R>
(
R<
R>
)lPl(cos θ), (4.10)
sendo que Φ ∼ −1/R = −1/|~R2− ~R1| e se |~R2| > |~R1|, enta˜o R> = |~R2| e R< = |~R1| (ver figura
4.1). Para um anel de massa m no plano rϕ, em coordenadas cil´ındricas, o potencial Φ no eixo
z e´:
Φ(r = 0, ϕ = 0, z) = −G m
[z2 + b2]1/2
, (4.11)
sendo b o raio do anel. Expandimos usando a se´rie binomial. Primeiro para z > b:
Φ(z) = −Gm
z
∞∑
n=0
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
(
b
z
)2n, (4.12)
que comparamos com a soluc¸a˜o (4.10),
Φ(r = 0, ϕ = 0, z) =
∞∑
l=0
Al
z
(
b
z
)l, (4.13)
concluindo que l = 2n. Portanto, para R > b, temos:
Φ(R, θ) = −Gm
R
∞∑
n=0
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
b2n
R2n
P2n(cos θ), (4.14)
sendo R =
√
r2 + z2.
Da mesma forma, podemos calcular Φ para R < b. Expandimos novamente em uma se´rie
binomial em b para z < b:
Φ(r = 0, ϕ = 0, z) = −Gm
b
[1 + (z/b)2]−1/2 (4.15)
= −GM
b
∞∑
n=0
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
(
z
b
)2n,
que comparamos novamente com a soluc¸a˜o geral,
Φ(r = 0, ϕ = 0, z) =
∞∑
l=0
Al
b
(
z
b
)l, (4.16)
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Figura 4.1: Sistema de coordenadas: o anel esta´ no plano xy (ou rϕ), ~R1 e´ o vetor posic¸a˜o do
anel e ~R2 do campo gravitacional.
e comparando as duas, vemos tambe´m que l = 2n. Enta˜o, para R < b, temos:
Φ(R, θ) = −Gm
b
∞∑
n=0
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
R2n
b2n
P2n(cos θ), (4.17)
em coordenadas esfe´ricas. Portanto, no´s podemos expandir o potencial do anel de mate´ria
como:
Φ(R, θ) = −Gm
b
∞∑
n=0
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
R2n
b2n
P2n(cos θ), (4.18)
para R < b e
Φ(R, θ) = −Gm
R
∞∑
n=0
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
b2n
R2n
P2n(cos θ), (4.19)
para R > b.
Quando expandimos a soluc¸a˜o de um anel delgado em polinoˆmios de Legendre so´ teremos
uma soluc¸a˜o completa se considerarmos infinitos termos na se´rie. Isso e´, certamente, imposs´ıvel
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do ponto de vista computacional. A soluc¸a˜o exata do problema da´-se em termos de uma integral
el´ıptica. A soluc¸a˜o em se´rie sera´ comparada com a da integral el´ıptica para sabermos quantos
termos devem ser considerados em uma boa aproximac¸a˜o.
4.2 A Integral El´ıptica
O potencial gravitacional newtoniano do anel de mate´ria em coordenadas esfe´ricas e´ dado
pela expressa˜o:
Φ = −G
∫
V
ρ(~R2)dV
R′
, (4.20)
sendo R′ = |~R2− ~R1|. As coordenadas do anel sa˜o dadas pelo vetor ~R1(R = b, θ = pi/2, ϕ = ϕ′)
e o potencial e´ calculado na posic¸a˜o ~R2(R, θ, ϕ = 0). Escolhemos ϕ = 0, pois o potencial
possui simetria azimutal e na˜o depende de ϕ. Isso nos permite fazer esta escolha sem perda de
generalidade. Logo, temos que
1
|~R2 − ~R1|
=
1√
R2 + b2 − 2bR sin θ cosϕ′ , (4.21)
que deve ser substitu´ıdo na integral no potencial (4.20). Enta˜o, encontramos
Φ(R, θ) = −Gρb
∫ 2pi
0
dϕ′√
R2 + b2 − 2bR sin θ cosϕ′ , (4.22)
que pode ser reescrito como:
Φ(R, θ) = − Gρb√
R2 + b2
∫ 2pi
0
dϕ′√
1− q cosϕ′ , (4.23)
com
q(R, θ) ≡ 2bR sin θ
R2 + b2
. (4.24)
Fazemos a transformac¸a˜o ϕ′ = 2ϕ para chegarmos em uma forma de integral el´ıptica conhecida:
a integral el´ıptica completa de primeiro tipo. Partimos da integral de (4.23),∫ 2pi
0
dϕ′√
1− q cosϕ′ = 2
∫ pi
0
dϕ√
1− q(1− sin2 ϕ) , (4.25)
que pode ser escrita como:∫ 2pi
0
dϕ′√
1− q cosϕ′ =
2√
1− q
∫ pi
0
dϕ√
1− k2 sin2 ϕ
, (4.26)
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com
k2 ≡ − 2q
1− q . (4.27)
Portanto, o potencial gravitacional do anel pode ser escrito como:
Φ(R, θ) = − 2bρG√
R2 + b2
√
1− q
∫ pi
0
dϕ√
1− k2 sin2 ϕ
. (4.28)
O pro´ximo passo e´ resolver a integral em (4.28). Este resultado foi comparado ao da expan-
sa˜o multipolar para va´rias ordens da expansa˜o. Constatamos que uma boa aproximac¸a˜o e´ a
utilizac¸a˜o da quarta ordem da expansa˜o (n = 4 em (4.18) e (4.19)), pois mante´m o erro relativo
menor que 1%, como veremos na sec¸a˜o posterior.
4.3 Expansa˜o Multipolar do Anel como Soluc¸a˜o Semente
No in´ıcio do cap´ıtulo mostramos a soluc¸a˜o de um anel delgado de mate´ria com densidade
constante dentro do contexto da teoria newtoniana de Gravitac¸a˜o. Mostramos o tratamento em
termos da integral el´ıptica e da expansa˜o em multipolos. Em relatividade geral, o anel de Weyl-
Bach representa o mesmo sistema gravitante. Esta e´ uma soluc¸a˜o de va´cuo axialmente sime´trica
das equac¸o˜es de Einstein que pertence a` classe de Weyl (ver cap´ıtulos 2 e 3) e o potencial
Φ corresponde a` mesma func¸a˜o do problema newtoniano (imagem newtoniana). Utilizamos
a expansa˜o multipolar do anel de Weyl-Bach (referido como anel de mate´ria) como soluc¸a˜o
semente no MBZ.
Na teoria newtoniana o potencial gravitacional do anel de massa m e raio b e´ soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de Laplace [23]. Podemos reescrever a expressa˜o (4.28) da seguinte forma:
Φ = − 2Gm
[(r + b)2 + z2]1/2
K(k), (4.29)
sendo K a func¸a˜o el´ıptica de primeiro tipo, e
k2 = 4br/[(r + b)2 + z2].
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Este potencial pode ser escrito em termos dos polinoˆmios de Legendre [23]. Encontramos,
Φin(r, z) = −Gm
b
∞∑
l=0
a2l
(
R
b
)2l
P2l(
z
R
), R < b, (4.30)
Φout(r, z) = −Gm
R
∞∑
l=0
a2l
(
b
R
)2l
P2l(
z
R
), R > b, (4.31)
com
a2n =
(−1)n(2n)!
22n(n!)2
, R = (r2 + z2)1/2. (4.32)
Para estimar o erro devido ao truncamento na expansa˜o do potencial newtoniano do anel,
tomamos l = 4 na expressa˜o acima, ao inve´s do potencial exato (4.29), e denotamos por Φout,in4 .
Como usualmente a regia˜o de interesse na˜o e´ muito distante do plano do anel, calculamos o
erro ∆out,in4 ≡ |(Φ−Φout,in4 )/Φ| para ϑˆ = 1, 4 (cos ϑˆ = z/R), ou seja, aproximadamente 10 graus
acima e abaixo deste plano.
As tabelas 4.1 e 4.2 mostram que esta expansa˜o e´ uma boa aproximac¸a˜o do potencial exato
(4.29). Tambe´m e´ interessante comparar a expressa˜o exata (4.29) com a expansa˜o (4.30) ou
(4.31), quando consideramos um nu´mero grande de termos. Encontramos que o potencial do
anel representado pela expansa˜o com l = 300 na˜o tem diferenc¸a com o potencial exato ate´ a
quinta casa decimal.
A outra func¸a˜o que aparece na soluc¸a˜o semente e´ a func¸a˜o σ definida em (3.23). E´ conve-
niente definir uma nova func¸a˜o, σˆ = σ + Φ. Esta pode ser calculada a partir da expansa˜o em
se´rie para o potencial Φ, (4.30) e (4.31). Encontramos:
σˆin =
∞∑
n,l=1
G2m2a2na2lR
2(n+l)
2(n+ l)b2(n+l+1)
×
{sin2 θ[4nlP2nP2l − P ′2nP ′2l]
+2n sin(2θ)P2nP
′
2l}, (4.33)
σˆout =
∞∑
n,l=0
G2m2(2n+ 1)(2l + 1)a2na2lb
2(n+l)
2(n+ l + 1)R2(n+l+1)
×
(P2nP2l − P2n+1P2l+1). (4.34)
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∆
in(l=4)
Φ para R < b
R/b erro para θ = pi/2 erro para θ = 1, 4
0,05 0,0000 0,0000
0,10 0,0000 0,0000
0,15 0,0000 0,0000
0,20 0,0000 0,0000
0,25 0,0000 0,0000
0,30 0,0000 0,0000
0,35 0,0000 0,0000
0,40 0,0000 0,0000
0,45 0,0000 0,0000
0,50 0,0001 0,0000
0,55 0,0002 0,0000
0,60 0,0005 0,0001
0,65 0,0011 0,0004
0,70 0,0025 0,0010
0,75 0,0054 0,0025
0,80 0,0114 0,0059
0,85 0,0238 0,0134
0,90 0,0502 0,0299
0,95 0,1135 0,0633
Tabela 4.1: Erro relativo para a expansa˜o multipolar truncada (l = 4), na regia˜o dentro do
anel, para θ = pi/2 e 1, 40 radianos, ou seja, no plano do anel e 10 graus acima ou abaixo do
plano do anel, respectivamente.
com
P2n = P2n(cos θ), cos θ = z/R, (4.35)
P ′2n =
(n+ 1)(P2n+1 − cos θP2n)
sin θ
. (4.36)
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∆
out(l=4)
Φ para R > b
R/b erro para θ = pi/2 erro para θ = 1, 4
1,05 0,1185 0,0654
1,10 0,0578 0,0344
1,15 0,0317 0,0185
1,20 0,0186 0,0102
1,25 0,0114 0,0059
1,30 0,0072 0,0035
1,35 0,0047 0,0021
1,40 0,0031 0,0013
1,45 0,0021 0,0008
1,50 0,0014 0,0005
1,55 0,0010 0,0003
1,60 0,0007 0,0002
1,65 0,0005 0,0001
1,70 0,0004 0,0001
1,75 0,0003 0,0000
1,80 0,0002 0,0000
1,85 0,0001 0,0000
1,90 0,0001 0,0000
1,95 0,0001 0,0000
Tabela 4.2: Erro relativo para expansa˜o multipolar truncada (l = 4) na regia˜o fora do anel para
θ = pi/2 e 1, 40 radianos, ou seja, no plano do anel e 10 graus acima ou abaixo deste plano,
respectivamente.
A func¸a˜o (4.34) pode ser encontrada em [25] e [38], pore´m na˜o fomos capazes de encontrar a
func¸a˜o (4.33) ou equivalente na literatura.
Como no caso do potencial Φ, e´ poss´ıvel estimar o erro na func¸a˜o σˆ quando fazemos a
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∆
in,out(l=4)
σˆ para θ = pi/2
R/b < 1 erro R/b > 1 erro
0,05 0,0000 1,05 0,4505
0,10 0,0000 1,10 0,2354
0,15 0,0000 1,15 0,1318
0,20 0,0000 1,20 0,0774
0,25 0,0000 1,25 0,0472
0,30 0,0000 1,30 0,0296
0,35 0,0001 1,35 0,0191
0,40 0,0005 1,40 0,0126
0,45 0,0014 1,45 0,0085
0,50 0,0034 1,50 0,0058
0,55 0,0075 1,55 0,0040
0,60 0,0155 1,60 0,0028
0,65 0,0302 1,65 0,0020
0,70 0,0561 1,70 0,0014
0,75 0,1001 1,75 0,0010
0,80 0,1721 1,80 0,0008
0,85 0,2857 1,85 0,0006
0,90 0,4571 1,90 0,0004
0,95 0,7004 1,95 0,0003
Tabela 4.3: Erro relativo da expansa˜o multipolar (regia˜o interna e externa do anel) para a
func¸a˜o σˆ no plano do anel.
aproximac¸a˜o pela se´rie truncada com l = 4. Encontramos o erro relativo mostrado na tabela
4.3.
Encontramos que a na˜o-linearidade de σ aumenta o erro, mas ainda temos uma boa aproxi-
mac¸a˜o ate´ metade do raio do anel na regia˜o interna, r = b/2, e ate´ r = 3b/2 para a regia˜o
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externa. A tabela 4.3 foi calculada considerando σˆ como exata para as expresso˜es (4.33) e
(4.34) truncadas em l = 300. Existe uma forma exata para a func¸a˜o σˆ associada ao anel [3]
que envolve func¸o˜es de integrais el´ıpticas. Constatamos que o ca´lculo nume´rico desta integral
usando diretamente uma linguagem de programac¸a˜o de alto n´ıvel como MAPLE [35] e MATH-
EMATICA [48] na˜o e´ via´vel. Esta integral pode ser calculada atrave´s de uma linguagem de
programac¸a˜o de baixo n´ıvel tal como C++ [14]. Os resultados apresentados nas tabelas 4.1-4.3
foram calculados usando o MAPLE.
4.3.1 Ca´lculo dos Fk’s para o Anel de Mate´ria
Com o objetivo de aplicar o MBZ e´ conveniente escrever as expresso˜es (4.30) e (4.31) como
segue
Φout =
∞∑
l=0
AlΦ
out
l , Φ
in =
∞∑
l=1
BlΦ
in
l , (4.37)
sendo Al e Bl constantes que sa˜o obtidas das expresso˜es originais, e
Φoutl = R
−(l+1)Pl(z/R), (4.38)
Φinl = R
lPl(z/R). (4.39)
As equac¸o˜es (3.22) e (3.66) sa˜o lineares. Enta˜o, para uma soluc¸a˜o Φl existe apenas uma
soluc¸a˜o F (l) associada. Portanto,
F out =
∞∑
l=0
AlF
out(l), F in =
∞∑
l=0
BlF
in(l). (4.40)
Para calcular F out, notamos que a func¸a˜o F relacionada ao termo monopolar,
ΦP ≡ Φout0 = 1/R (4.41)
e´
F (P ) ≡ F out(0) = z +R
(z +R + λ)R
, (4.42)
ver refereˆncia [28].
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Se as equac¸o˜es (3.22) e (3.66) forem invariantes sob uma translac¸a˜o na varia´vel z e os termos
multipolares fora da fonte tiverem func¸a˜o geradora ΦP (z − ξ, r), no´s encontramos
F out(l)(z, r, λ) =
(−1)l
l!
∂lzF
(P )
0 (z, r, λ). (4.43)
Resolvendo diretamente (3.66) para as primeiras cinco func¸o˜es F in(l)(z, r, λ), temos as seguintes
expresso˜es:
F in(0) = 1, (4.44)
F in(1) = z − 1
2
λ, (4.45)
F in(2) = (z − 1
2
λ)2 − 1
2
R2, (4.46)
F in(3) = (z − 1
2
λ)3 − 3
2
R2(z − 1
4
λ), (4.47)
F in(4) = (z − 1
2
λ)4 − 3(z2 − 1
2
zλ+
1
12
λ2)R2 +
3
8
R4, ... (4.48)
Estas func¸o˜es obedecem a fo´rmula de recorreˆncia
F in(l)(z, r) = (z − λ
2
)l +
l
λ
∫
r(F in(l−1) − Ll−1)dr, (4.49)
sendo Ll = R
lPl(z/R)[29].
4.4 Buraco Negro de Kerr com o Anel de Mate´ria
Para colocar o buraco negro de Kerr no centro do anel constru´ımos a soluc¸a˜o com n = 2
em (3.57) com a representac¸a˜o multipolar do anel como soluc¸a˜o semente. Encontramos que a
me´trica do espac¸o-tempo pode ser escrita neste caso como:
gtt = (−eΦ((e(2F2+Φ(µ1µ2 + r2)MC(2)0 + (µ1 − µ2)C(2)1 r)C(1)1 + e2F1+Φ((µ1µ2 + r2)C(2)1(4.50)
− e2F2+Φ(µ1 − µ2)MC(2)0 r)MC(1)0 )((e2F2+Φ(µ1µ2 + r2)MC(2)0 − (µ1 − µ2)C(2)1 r)C(1)1
+ e2F1+Φ((µ1µ2 + r
2)C
(2)
1 + e
2F2+Φ(µ1 − µ2)MC(2)0 r)MC(1)0 )µ1µ2)
/ (e2F1+2Φ(e2F1((µ1µ2 + r
2)2(C
(2)
1 )
2 + e4F2+2Φ(µ1 − µ2)2M2(C(2)0 )2µ22)C(1)0 µ1
+ 2e2F2(µ21 + r
2)(µ22 + r
2)C
(1)
1 C
(2)
0 C
(2)
1 µ2)M
2C
(1)
0 µ1
+ (e4F2+2Φ(µ1µ2 + r
2)2M2(C
(2)
0 )
2µ22 + (µ1 − µ2)2(C(2)1 )2r4)(C(1)1 )2),
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gtϕ = (−eΦ(e2F2(e2F1+ΦMC(1)0 µ1 + C(1)1 r)(e2F1+ΦMC(1)0 µ1 − C(1)1 r)(µ22 + r2)C(2)0 C(2)1 (4.51)
+ e2F1(e2F2+ΦMC
(2)
0 µ2 + C
(2)
1 r)(e
2F2+ΦMC
(2)
0 µ2 − C(2)1 r)(µ21 + r2)C(1)0 C(1)1 )(µ1µ2 + r2)(µ1 − µ2)M)
/ (e2F1+2Φ(e2F1((µ1µ2 + r
2)2(C
(2)
1 )
2 + e4F2+2Φ(µ1 − µ2)2M2(C(2)0 )2µ22)C(1)0 µ1
+ 2e2F2(µ21 + r
2)(µ22 + r
2)C
(1)
1 C
(2)
0 C
(2)
1 µ2)M
2C
(1)
0 µ1 + (e
4F2+2Φ(µ1µ2 + r
2)2M2(C
(2)
0 )
2µ22
+ (µ1 − µ2)2(C(2)1 )2r4)(C(1)1 )2),
gϕϕ = (((e
2F2+Φ(µ1µ2 + r
2)MC
(2)
0 µ
2
2 + (µ1 − µ2)C(2)1 r3)C(1)1 r + e2F1+Φ((µ1µ2 + r2)C(2)1 r (4.52)
− e2F2+Φ(µ1 − µ2)MC(2)0 µ22)MC(1)0 µ21)((e2F2+Φ(µ1µ2 + r2)MC(2)0 µ22
− (µ1 − µ2)C(2)1 r3)C(1)1 r + e2F1+Φ((µ1µ2 + r2)C(2)1 r + e2F2+Φ(µ1 − µ2)MC(2)0 µ22)MC(1)0 µ21))
/ (eΦ(e2F1+2Φ(e2F1((µ1µ2 + r
2)2(C
(2)
1 )
2 + e4F2+2Φ(µ1 − µ2)2M2(C(2)0 )2µ22)C(1)0 µ1
+ 2e2F2(µ21 + r
2)(µ22 + r
2)C
(1)
1 C
(2)
0 C
(2)
1 µ2)M
2C
(1)
0 µ1 + (e
4F2+2Φ(µ1µ2 + r
2)2M2(C
(2)
0 )
2µ22
+ (µ1 − µ2)2(C(2)1 )2r4)(C(1)1 )2)µ1µ2),
f = (eσ(e2F1+2Φ(e2F1((µ1µ2 + r
2)2(C
(2)
1 )
2 + e4F2+2Φ(µ1 − µ2)2M2(C(2)0 )2µ22)C(1)0 µ1 (4.53)
+ 2e2F2(µ21 + r
2)(µ22 + r
2)C
(1)
1 C
(2)
0 C
(2)
1 µ2)M
2C
(1)
0 µ1 + (e
4F2+2Φ(µ1µ2 + r
2)2M2(C
(2)
0 )
2µ22
+ (µ1 − µ2)2(C(2)1 )2r4)(C(1)1 )2)µ1µ2)/(e2F1+2F2+2Φ(µ21 + r2)(µ1µ2 + r2)2(µ1 − µ2)2(µ22 + r2)M4),
sendo C
(k)
a constantes e, para k = 1 e 2, temos
µk = δ − z +
√
(δ − z)2 + r2. (4.54)
As constantes C
(k)
a esta˜o relacionadas com os paraˆmetros f´ısicos da seguinte forma:
C
(1)
1 C
(2)
0 − C(1)0 C(2)1 = δ, (4.55)
C
(1)
1 C
(2)
0 + C
(1)
0 C
(2)
1 = −M,
C
(1)
1 C
(2)
1 − C(1)0 C(2)0 = −γ
C
(1)
1 C
(2)
1 + C
(1)
0 C
(2)
0 = a,
sendo M a massa do buraco negro, a o paraˆmetro de Kerr (momento angular dividido pela
massa), γ o paraˆmetro de Taub-NUT e δ
δ2 = M2 − a2 + γ2. (4.56)
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As constantes C
(k)
a sa˜o relacionadas aos elementos da matriz constante (m
(k)
0 )a do MBZ
(3.57) como segue
(m
(k)
0 )a = C
(k)
a .
O ı´ndice k representa o nu´mero de so´litons e ()a sa˜o as coordenadas do espac¸o-tempo. Para a
presente situac¸a˜o temos uma soluc¸a˜o a dois so´litons e k assume os valores 1 e 2. Temos
C
(k)
0 = C
(k)
t , (4.57)
C
(k)
1 = C
(k)
ϕ .
Para a soluc¸a˜o de Kerr, o paraˆmetro de Taub-NUT e´ nulo, γ = 0, ou seja,
C
(1)
1 C
(2)
1 − C(1)0 C(2)0 = 0.
Temos tambe´m
δ =
C
(1)
0
C
(2)
1
[(C
(2)
0 )
2 − (C(2)1 )2], (4.58)
M = −C
(1)
0
C
(2)
1
[(C
(2)
0 )
2 + (C
(2)
1 )
2],
a = 2C
(1)
0 C
(2)
0 ,
os quais satisfazem a relac¸a˜o
δ2 = M2 − a2.
Por isso podemos escrever a soluc¸a˜o de Kerr com o anel de mate´ria como
gtt = (−eΦ(e2F1+Φ((δ +M)(µ1µ2 + r2) + e2F2+Φ(µ1 − µ2)ar)(δ +M) (4.59)
+ ((δ +M)(µ1 − µ2)r − e2F2+Φ(µ1µ2 + r2)a)a)(e2F1+Φ((δ +M)(µ1µ2 + r2)
− e2F2+Φ(µ1 − µ2)ar)(δ +M)− ((δ +M)(µ1 − µ2)r + e2F2+Φ(µ1µ2 + r2)a)a)µ1µ2)
/ (e2F1+2Φ(e2F1((δ +M)2(µ1µ2 + r
2)2 + e4F2+2Φ(µ1 − µ2)2a2µ22)µ1
− 2e2F2(µ21 + r2)(µ22 + r2)a2µ2)(δ +M)2µ1 + ((δ +M)2(µ1 − µ2)2r4
+ e4F2+2Φ(µ1µ2 + r
2)2a2µ22)a
2),
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gtϕ = (e
Φ(e2F2(e2F1+2F2+2Φ(µ21 + r
2)µ22 (4.60)
+ (µ22 + r
2)r2)a2 − e2F1((µ21 + r2)r2 + e2F1+2F2+2Φ(µ22
+ r2)µ21)(δ +M)
2)(δ +M)(µ1µ2 + r
2)(µ1 − µ2)a)
/ (e(2F1 + 2Φ)(e
2F2(2(µ21 + r
2)(µ22 + r
2)− e2F1+2F2+2Φ(µ1
− µ2)2µ1µ2)a2µ2 − e2F1(δ +M)2(µ1µ2 + r2)2µ1)(δ +M)2µ1
− ((δ +M)2(µ1 − µ2)2r4 + e4F2+2Φ(µ1µ2 + r2)2a2µ22)a2),
gϕϕ = (−(e(2F1 + Φ)((δ +M)(µ1µ2 + r2)r + e2F2+Φ(µ1 − µ2)aµ22)(δ +M)µ21 (4.61)
+ ((δ +M)(µ1 − µ2)r3 − e2F2+Φ(µ1µ2 + r2)aµ22)ar)(e2F1+Φ((δ +M)(µ1µ2
+ r2)r − e2F2+Φ(µ1 − µ2)aµ22)(δ +M)µ21 − ((δ +M)(µ1 − µ2)r3
+ e2F2+Φ(µ1µ2 + r
2)aµ22)ar))/(e
Φ(e2F1+2Φ(e2F2(2(µ21 + r
2)(µ22 + r
2)
− e2F1+2F2+2Φ(µ1 − µ2)2µ1µ2)a2µ2 − e2F1(δ +M)2(µ1µ2 + r2)2µ1)(δ
+ M)2µ1 − ((δ +M)2(µ1 − µ2)2r4 + e4F2+2Φ(µ1µ2 + r2)2a2µ22)a2)µ1µ2),
f = (−4eσ(e2F1+2Φ(e2F2(2(µ21 + r2)(µ22 + r2)− e2F1+2F2+2Φ(µ1 (4.62)
− µ2)2µ1µ2)a2µ2 − e2F1(δ +M)2(µ1µ2 + r2)2µ1)(δ +M)2µ1
− ((δ +M)2(µ1 − µ2)2r4 + e4F2+2Φ(µ1µ2 + r2)2a2µ22)a2)µ1µ2)
/ (e2F1+2F2+2Φ(δ +M)2(µ21 + r
2)(µ1µ2 + r
2)2(µ1 − µ2)2(µ22 + r2)).
Para a regia˜o interna ao anel (R < b), temos para a se´rie truncada de Φ:
Φin = (−Gm(4096(r2 − 2z2 + 4b2)b6 (4.63)
+ 2304b4r4 − 18432b4r2z2 + 6144b4z4 + 1600b2r6
− 28800b2r4z2 + 38400b2r2z4 − 5120b2z6 + 1225r8
− 39200r6z2 + 117600r4z4 − 62720r2z6 + 4480z8)
) /(16384b9),
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e para a externa (R > b):
Φout = (−Gm(64(4(16(4(r2 + z2)2 (4.64)
+ (r2 − 2z2)b2)(r2 + z2)2 + 3(3r4
− 24r2z2 + 8z4)b4)(r2 + z2)2
+ 5(5r6 − 90r4z2 + 120r2z4 − 16z6)b6)(r2
+ z2)2 + 35(35r8 − 1120r6z2 + 3360r4z4
− 1792r2z6 + 128z8)b8))/(16384
√
r2 + z2(r2 + z2)8).
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Quando R < b, temos para a se´rie truncada de σ:
σin = (Gm(8192((4096b6 + 2304b4r2 − 18432b4z2 (4.65)
+ 1600b2r4 − 28800b2r2z2 + 38400b2z4
+ 1225r6 − 39200r4z2 + 117600r2z4 − 62720z6)r2
− 128(64b6
− 48b4z2 + 40b2z4 − 35z6)z2)b9
+ (4194304b12r2 − 33554432b12z2 + 6291456b10r4
− 113246208b10r2z2 + 100663296b10z4 + 7569408b8r6
− 242221056b8r4z2 + 591396864b8r2z4 − 201326592b8z6
+ 8437760b6r8 − 421888000b6r6z2 + 1966080000b6r4z4
− 1866465280b6r2z6 + 335544320b6z8 + 5683200b4r10
− 409190400b4r8z2 + 3030835200b4r6z4
− 5528616960b4r4z6 + 2857697280b4r2z8
− 338165760b4z10 + 3360000b2r12 − 329280000b2r10z2
+ 3575040000b2r8z4 − 10612224000b2r6z6
+ 10407936000b2r4z8 − 3337420800b2r2z10
+ 275251200b2z12 + 1500625r14 − 192080000r12z2
+ 2881200000r10z4 − 12600448000r8z6
+ 19998272000r6z8 − 12222873600r4z10
+ 2669363200r2z12
− 160563200z14)Gmr2))/(134217728b18),
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e para R > b, encontramos:
σout = (−Gm((16(32(8(8(32(8(8(4(r2 + z2)2 (4.66)
+ 3(r + 2z)(r − 2z)b2)(r2 + z2)2 + 3(7r4
− 84r2z2 + 64z4)b4)(r2 + z2)2
+ 5(31r6 − 744r4z2 + 1632r2z4
− 512z6)b6)(r2 + z2)2 + 15(313r8
− 12520r6z2 + 53760r4z4 − 48128r2z6
+ 8192z8)b8)(r2 + z2)2 + 105(205r10
− 12300r8z2 + 90160r6z4 − 165248r4z6
+ 84864r2z8 − 9728z10)b10)(r2 + z2)2
+ 175(605r12 − 50820r10z2 + 555240r8z4
− 1647296r6z6 + 1612416r4z8 − 517632r2z10
+ 41984z12)b12)(r2 + z2)2 + 11025(175r14
− 19600r12z2 + 296800r10z4 − 1294720r8z6
+ 2056960r6z8 − 1255424r4z10 + 274432r2z12
− 16384z14)b14)(r2 + z2)2 + 11025(1225r16
− 176400r14z2 + 3528000r12z4 − 21262080r10z6
+ 49754880r8z8 − 49158144r6z10 + 20471808r4z12
− 3244032r2z14 + 147456z16)b16)Gmr2
− 65536
√
r2 + z2(64(4(16(4(r2 + z2)2
+ (r2 − 2z2)b2)(r2 + z2)2 + 3(3r4 − 24r2z2
+ 8z4)b4)(r2 + z2)2 + 5(5r6 − 90r4z2
+ 120r2z4 − 16z6)b6)(r2 + z2)2 + 35(35r8
− 1120r6z2 + 3360r4z4 − 1792r2z6
+ 128z8)b8)(r2 + z2)9))/(1073741824(r2 + z2)18).
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Para a func¸a˜o F in1 temos que
F in1 (r, z, µ1) = −Gm(1− (1/2)(−1/2r2 + (z − (1/2)µ1)2)/b2 + (3/8)((z − 1/2µ1)4 (4.67)
− 3(z2 − (1/2)µ1z + (1/12)µ21)r2 + (3/8)r4)/b4 − (5/16)((z − (1/2)µ1)6 − (5/16)r6
+ (−(15/8)µ1z + (15/64)µ21 + (45/8)z2)r4 + (−(15/2)z4 + (15/2)z3µ1 − (15/4)z2µ21
+ (15/16)zµ31 − (3/32)µ41)r2)/b6 + (35/128)((z − 1/2µ1)8 + (35/128)r8
+ (−(35/4)z2 + (35/16)µ1z − (7/32)µ21)r6 + (−(21/16)zµ31 − (35/2)z3µ1
+ (105/16)z2µ21 + (105/4)z
4 + (7/64)µ41)r
4 + (−(21/8)z2µ41 + (7/16)zµ51
− (1/32)µ61 − (35/2)z4µ21 + (35/4)z3µ31 − 14z6 + 21z5µ1)r2)/b9).
A func¸a˜o F in2 e´ obtida trocando µ1 por µ2 em (4.67). Para F
out
1 temos:
F out1 (r, z, µ1) = −Gm((z + (r2 + z2)1/2)/((z + (r2 + z2)1/2 + µ1)(r2 (4.68)
+ z2)1/2)− (1/2)b2(18(r2 + z2)1/2z3µ1 − 9(r2 + z2)3/2zµ1
− 6z2µ1r2 + 8z4µ1 − 3zµ21r2 + 3z3µ21 + 18(r2 + z2)1/2z4
+ 11z3r2 + 20z5 + 3z2(r2 + z2)3/2 − 3zr4 − 2µ1r4 − (r2 + z2)5/2)/((r2
+ z2)5/2(z + (r2 + z2)1/2 + µ1)
3) + (3/16)b4(796z7r2 − 617z5r4 − 210z3r6
+ 15zr8 − 30(r2 + z2)7/2z2 − 445(r2 + z2)5/2z4 + 15(r2 + z2)7/2µ21
+ 1100(r2 + z2)3/2z6 + 700(r2 + z2)1/2z8 + 13µ1r
8 + 3µ31r
6 + 247z6µ31
+ 55z5µ41 + 1688z
8µ1 + 970z
7µ21 + 3(r
2 + z2)9/2 + 1328z9 + 75(r2 + z2)5/2zµ31
+ 15µ1r
6z2 − 1421µ1r4z4 + 33µ31r4z2 − 283µ31r2z4 − 550z3µ21r4
− 560z5µ21r2 + 140zµ21r6 + 15zµ41r4 − 70z3µ41r2 − 1200(r2 + z2)3/2z4µ21
− 295µ1r2z6 + 400(r2 + z2)3/2z5µ1 − 500(r2 + z2)3/2z3µ31 − 895(r2
+ z2)5/2z3µ1 + 45(r
2 + z2)5/2z2µ21 + 85(r
2 + z2)7/2zµ1 + 700(r
2
+ z2)1/2z5µ31 + 2100(r
2 + z2)1/2z6µ21 + 2100(r
2 + z2)1/2z7µ1)/((r
2
+ z2)9/2(z + (r2 + z2)1/2 + µ1)
5)− (5/32)b6(−44062µ31r4z6 − 45071µ31r2z8
− 106µ51r6z2 + 2086µ51r4z4 − 5438µ51r2z6 − 6027z5µ41r4
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− 21091z7µ41r2 + 17144z4µ1r8 − 13692z6µ1r6 − 123999z8µ1r4 + 7987z10µ1r2
+ 11025z3µ21r
8 + 26313z5µ21r
6 − 110355z7µ21r4 − 39354z9µ21r2 − 5(r2
+ z2)13/2 + 50752z13 + 2975z4(r2 + z2)9/2 + 12936z12(r2 + z2)1/2 − 3822z8(r2
+ z2)5/2 + 1085z3r10 + 4375z5r8 − 20809z7r6 − 38872z9r4 + 34096z11r2 − 75µ31r10
− 35zr12 − 4µ51r8 − 33µ1r12 + 112432z12µ1 + 113190z11µ21 + 20608z9µ41
+ 3462z8µ51 + 539z
7µ61 + 63373z
10µ31 + 55860z
10(r2 + z2)3/2
− 17297z6(r2 + z2)7/2 + 105z2(r2 + z2)11/2 − 77(r2 + z2)11/2µ21
− 28(r2 + z2)9/2µ41 + 7231z3µ41r6 + 161z2µ1r10 − 819zµ21r10
− 35zµ61r6 + 385z3µ61r4 − 889z5µ61r2 + 26666µ31r6z4 − 831µ31r8z2
− 721zµ41r8 − 12348z5(r2 + z2)3/2µ51 + 64680z11(r2 + z2)1/2µ1
+ 129360z10(r2 + z2)1/2µ21 + 129360z
9(r2 + z2)1/2µ31 + 64680z
8(r2
+ z2)1/2µ41 + 12936z
7(r2 + z2)1/2µ51 − 39984z5(r2 + z2)5/2µ31
− 9569z5(r2 + z2)7/2µ1 + 31570z4(r2 + z2)7/2µ21 + 13230z4(r2
+ z2)5/2µ41 + 16310z
3(r2 + z2)7/2µ31 + 7133z
3(r2 + z2)9/2µ1
+ 147588z9(r2 + z2)3/2µ1 + 147z
2(r2 + z2)9/2µ21 − 385z2(r2 + z2)7/2µ41
− 41160z7(r2 + z2)3/2µ31 − 143080z6(r2 + z2)5/2µ21 + 95256z8(r2
+ z2)3/2µ21 − 57036z6(r2 + z2)3/2µ41 − 97118(r2 + z2)5/2z7µ1
− 1099(r2 + z2)9/2zµ31 − 280(r2 + z2)11/2zµ1 + 3430z3(r2
+ z2)5/2µ51 − 245z(r2 + z2)7/2µ51)/((r2 + z2)13/2(z
+ (r2 + z2)1/2 + µ1)
7) + (35/1024)b8(−212970z3µ61r8 + 12895z2µ31r12
+ 7245z2(r2 + z2)9/2µ61 − 22723488z9(r2 + z2)7/2µ1 − 12051z2(r2
+ z2)13/2µ21 + 18030z
2(r2 + z2)11/2µ41 − 69161400z9(r2
+ z2)5/2µ31 − 43340616z10(r2 + z2)5/2µ21 − 37402200z8(r2
+ z2)5/2µ41 − 1315512z11(r2 + z2)5/2µ1 + 2878785z5(r2
+ z2)9/2µ31 + 11455983z
6(r2 + z2)9/2µ21 + 8217344z
17
+ 35(r2 + z2)17/2 + 18196824z13µ41 + 26177152z
16µ1 + 38355912z
15µ21
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+ 22059z9µ81 + 1474158z
11µ61 + 6503028z
12µ51 + 185057z
10µ71
+ 33076700z14µ31 + 25µ
7
1r
10 + 1879µ31r
14 + 861µ51r
12 − 8610288z13r4
+ 6181568z15r2 + 307µ1r
16 + 315zr16 − 17220r14z3 − 87150r12z5 + 1003716r10z7
+ 1957691r8z9 − 5793112r6z11 + 587244z6(r2 + z2)11/2 − 58590z4(r2 + z2)13/2
− 75141z8(r2 + z2)9/2 − 6095736z10(r2 + z2)7/2 − 1260z2(r2 + z2)15/2
+ 5150376z12(r2 + z2)5/2 + 7783776z14(r2 + z2)3/2 + 1749(r2 + z2)13/2µ41
+ 225(r2 + z2)11/2µ61 + 1071(r
2 + z2)15/2µ21 + 926640(r
2 + z2)1/2z16
− 1341315z4(r2 + z2)11/2µ21 − 2098215z4(r2 + z2)9/2µ41 + 6509277z7(r2
+ z2)9/2µ1 + 364317z
5(r2 + z2)11/2µ1 − 837270z3(r2 + z2)11/2µ31
− 1267812z5µ21r10 − 2548239z8µ51r4 + 1245z2µ71r8 − 43150z4µ71r6
+ 225538z6µ71r
4 − 368715z8µ71r2 + 315zµ81r8 − 6300z3µ81r6
+ 29106z5µ81r
4 − 45180z7µ81r2 − 4689z2µ1r14 − 476086z4µ1r12
+ 1279722z6µ1r
10 + 10377807z8µ1r
8 − 7610055z10µ51r2 − 615825z3(r2
+ z2)9/2µ51 + 6164658z
9µ21r
6 − 50786586z11µ21r4 − 6351480z13µ21r2
− 14596698z9µ41r4 − 15559020z11µ41r2 − 388098z3µ21r12 + 23061z2µ51r10
− 1072770z4µ51r8 + 4704114z6µ51r6 + 32432400(r2 + z2)1/2z13µ31
+ 19459440(r2 + z2)1/2z14µ21 + 16595208z
6(r2 + z2)7/2µ41
+ 53127360z11(r2 + z2)3/2µ31 + 8648640z
10(r2 + z2)3/2µ41
+ 180252z7µ61r
4 − 2145462z9µ61r2 + 11250zµ61r10 + 692772z5µ61r6
+ 34902zµ41r
12 − 7953213z10µ1r6 + 37003824z13(r2 + z2)3/2µ1 + 67150512z12(r2
+ z2)3/2µ21 − 12911184z9(r2 + z2)3/2µ51 + 32432400(r2 + z2)1/2z12µ41
+ 6486480(r2 + z2)1/2z15µ1 − 31428z5µ41r8 + 12639888z7µ41r6
− 35667340z12µ1r4 + 6266340z14µ1r2 − 2168634z4µ31r10 + 6873570z6µ31r8
Soluc¸o˜es via MBZ 53
+ 16616715z8µ31r
6 − 37080285z10µ31r4 − 17332840z12µ31r2
+ 14260212z7µ21r
8 − 684468z3µ41r10 + 3302208z5(r2 + z2)7/2µ51
− 150933z3(r2 + z2)13/2µ1 + 14608728z7(r2 + z2)7/2µ31 − 15017184z8(r2
+ z2)7/2µ21 + 19459440(r
2 + z2)1/2z11µ51 + 6486480(r
2 + z2)1/2z10µ61
+ 28449(r2 + z2)13/2zµ31 + 926640(r
2 + z2)1/2z9µ71 + 13194zµ
2
1r
14
− 2753784z7(r2 + z2)5/2µ51 + 3195(r2 + z2)15/2zµ1 − 1111968z7(r2
+ z2)3/2µ71 + 2810808z
6(r2 + z2)5/2µ61 − 7474896z8(r2 + z2)3/2µ61
+ 2835z(r2 + z2)9/2µ71 − 68040z3(r2 + z2)7/2µ71 + 449064z5(r2
+ z2)5/2µ71 + 25425z(r
2 + z2)11/2µ51 − 362880z4(r2
+ z2)7/2µ61)/((r
2 + z2)17/2(z + (r2 + z2)1/2 + µ1)
9)).
Novamente, a func¸a˜o F out2 e´ encontrada trocando µ1 por µ2 em (4.68). As expresso˜es acima
foram encontradas usando o REDUCE [21].
5
Estabilidade em O´rbitas Circulares
Neste cap´ıtulo faremos o estudo da estabilidade de o´rbitas circulares equatoriais no sistema descrito
no cap´ıtulo anterior. Analisamos perturbac¸o˜es radiais e verticais encontrando, respectivamente, as
frequ¨eˆncias epic´ıclicas e verticais para os casos newtoniano e relativ´ıstico. Quando as duas frequ¨eˆncias
forem reais, temos que as o´rbitas sa˜o esta´veis.
5.1 O Modelo Newtoniano
Sempre que poss´ıvel, e´ importante ter como ponto de comparac¸a˜o a versa˜o newtoniana do
problema em questa˜o. Podemos obter informac¸o˜es sobre a estabilidade atrave´s do estudo do
potencial gravitacional. O´rbitas circulares equatoriais podem ser reduzidas a um problema bidi-
mensional se considerarmos a conservac¸a˜o da componente z do momento angular. Assumimos
o potencial como tendo simetria de reflexa˜o em relac¸a˜o ao plano equatorial (z = 0). Neste caso,
as equac¸o˜es de movimento em coordenadas cil´ındricas sa˜o:
r¨ − rϕ˙2 = −∂Φ
∂r
, (5.1)
d
dt
(r2ϕ˙) = 0, (5.2)
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z¨ = −∂Φ
∂z
, (5.3)
nas respectivas direc¸o˜es r, ϕ e z. A equac¸a˜o para ϕ nos fornece a componente na direc¸a˜o z do
momento angular,
Lz = r
2ϕ˙,
e as equac¸o˜es para r e z descrevem o movimento oscilato´rio acoplado neste plano. Podemos
reescrever as equac¸o˜es de movimento definindo o potencial efetivo como:
Φeff = Φ(r, z) +
L2z
2r2
(5.4)
e as equac¸o˜es ficam
r¨ = −∂Φeff
∂r
(5.5)
e
z¨ = −∂Φeff
∂z
. (5.6)
Logo, o movimento de uma part´ıcula em um espac¸o tridimensional reduz-se ao movimento
sobre um plano sob a ac¸a˜o de um potencial axissime´trico Φ(r, z).
O mı´nimo do potencial efetivo Φeff tem um significado f´ısico. Ele e´ dado por:
0 =
∂Φeff
∂r
=
∂Φ
∂r
− L
2
z
r3
(5.7)
e
0 =
∂Φeff
∂z
=
∂Φ
∂z
. (5.8)
A segunda condic¸a˜o e´ satisfeita pela simetria de reflexa˜o em torno do plano equatorial z = 0,
e a primeira, para o valor r = r0,
(
∂Φ
∂r
)(r0,0) =
L2z
r30
= r0ϕ˙
2. (5.9)
Esta u´ltima, e´ a condic¸a˜o para uma o´rbita circular de raio r0. Enta˜o, o mı´nimo de Φeff e´ dado
para r = r0 de uma o´rbita circular equatorial.
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x
Figura 5.1: Movimento oscilato´rio de uma part´ıcula perturbada radialmente em torno de uma
o´rbita circular esta´vel.
5.1.1 Perturbando uma O´rbita Circular
Quando uma o´rbita circular de raio r0 no plano equatorial z = 0 e´ perturbada, ocorre um
pequeno desvio de sua trajeto´ria, x ∼ 0 (veja a figura 5.1). Podemos reescrever as equac¸o˜es de
movimento em termos desse desvio, fazendo a transformac¸a˜o de coordenadas (r, z′) ⇒ (x, z).
Vamos supor tambe´m que o desvio z ∼ 0. Para tanto, precisamos definir a transformac¸a˜o:
z′ 7→ z, r 7→ x = r − r0.
As equac¸o˜es de movimento tornam-se:
x¨ = − ∂
∂x
Φeff (x, z), (5.10)
z¨ = − ∂
∂z
Φeff (x, z). (5.11)
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Agora, calculamos o potencial Φeff em torno de (r0, 0) expandindo em se´rie de Taylor:
Φeff (x, z) = Φeff (r0, 0) +
∂Φeff
∂r
|(r0,0)x+
∂Φeff
∂z
|(r0,0)z +
∂2Φeff
∂r∂z
|(r0,0)xz (5.12)
+
1
2
∂2Φeff
∂r2
|(r0,0)x2 +
1
2
∂2Φeff
∂z2
|(r0,0)z2 +O(> xz, x2, z2).
Quando x ∼ 0 e z ∼ 0, os termos de ordem superior a x2 e z2 na˜o contribuem significativamente
para o potencial. Ale´m disso, os termos cruzados xz sa˜o nulos devido a` simetria de reflexa˜o do
potencial em relac¸a˜o ao plano equatorial z = 0:
∂Φeff
∂z
|(r0,z=0) = 0 (5.13)
e
∂2Φeff
∂r∂z
|(r0,z=0) = 0. (5.14)
Logo,
Φeff (x, z) ≈ 1
2
∂2Φeff
∂r2
|(r0,0)x2 +
1
2
∂2Φeff
∂z2
|(r0,0)z2. (5.15)
Portanto, as equac¸o˜es de movimento assumem a forma:
x¨+ k2x = 0 (5.16)
e
z¨ + ν2z = 0, (5.17)
com
k2 =
∂2Φeff
∂r2
|(r0,0) (5.18)
e
ν2 =
∂2Φeff
∂z2
|(r0,0). (5.19)
As frequ¨eˆncias (5.18) e (5.19) dos osciladores (5.16) e (5.17) sa˜o chamadas, respectivamente,
de frequ¨eˆncia epic´ıclica (ou radial) e frequ¨eˆncia vertical.
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5.1.2 Estabilidade das O´rbitas Circulares
A estabilidade de uma o´rbita pode ser estudada atrave´s da forma do seu potencial. Os
extremos desse potencial ira˜o definir regio˜es de instabilidade e estabilidade. Sabemos que as
coordenadas (r = r0, z = 0) que definem a o´rbita circular extremos do seu potencial efetivo
Φeff . Portanto, precisamos apenas saber se neste caso se trata de um ma´ximo ou um mı´nimo do
potencial. As frequ¨eˆncias epic´ıclica (5.18) e vertical (5.19) permitem obter esta resposta, pois
sa˜o proporcionais a derivadas segundas do potencial efetivo. Para efetuar o ca´lculo precisamos
ainda determinar a componente Lz do momento angular, relacionada com a velocidade angular
da part´ıcula, ϕ˙.
Sabemos que em uma o´rbita circular a coordenada radial r da part´ıcula orbitante e´ constante
(r = r0). Da equac¸a˜o de movimento na direc¸a˜o radial (5.1) temos que r¨ = 0. Logo:
ϕ˙2 =
1
r
∂Φ
∂r
.
Utilizamos as equac¸o˜es para as frequ¨eˆncias epic´ıclica e vertical para calcular a estabilidade
para diferentes raios de o´rbitas circulares r0:
k2 =
∂2Φeff
∂r2
|(r0,0) (5.20)
e
ν2 =
∂2Φeff
∂z2
|(r0,0). (5.21)
Quando k2, ν2 > 0, temos que a o´rbita circular e´ esta´vel. No caso em que k2, ν2 < 0 e k2, ν2 = 0
(marginalmente esta´vel), teremos a sua instabilidade.
5.2 O Modelo Relativ´ıstico
Como ja´ vimos, a forma geral da me´trica para um espac¸o-tempo axialmente sime´trico e´
dada por (3.18), nas coordenadas de Weyl:
ds2 = gtt(r, z)dt
2 + gϕϕ(r, z)dϕ
2 + 2gtϕ(r, z)dtdϕ+ f(r, z)(dr
2 + dz2),
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com as componentes da me´trica sendo func¸o˜es apenas de r e z. Tomamos uma linha de mundo
xµ(τ) do tipo-tempo. Sua quadrivelocidade e´
uµ(τ) =
dxµ
dτ
, (5.22)
e sua velocidade angular no plano de rotac¸a˜o e´
Ω =
dϕ
dt
. (5.23)
Para o´rbitas circulares, temos que r = const, z = const e Ω = const. Portanto,
uµ = ut(1,Ω, 0, 0), (5.24)
com
(ut)−2 = −gtt − 2gtϕΩ− gϕϕΩ2 (5.25)
e
Ω± =
−gtϕ,r ±
√
g2tϕ,r − gtt,rgϕϕ,r
gϕϕ,r
.
Analisamos o movimento circular para os dois casos: sem e com rotac¸a˜o do buraco negro
central, que correspondem, respectivamente, ao buraco negro de Schwarzschild com um anel de
mate´ria (gtϕ = 0) e ao buraco negro de Kerr com um anel de mate´ria (gtϕ 6= 0).
5.2.1 Perturbando o Movimento Geode´sico
Em relatividade geral, uma pequena perturbac¸a˜o no movimento geode´sico δxµ(τ) satisfaz a
equac¸a˜o do desvio geode´sico (2.16) descrita no cap´ıtulo 2:
d2
dτ 2
(δxµ) + 2Γµαβ
dxα
dτ
d
dτ
(δxβ) + Γµαβ,ν
dxα
dτ
dxβ
dτ
δxν = 0.
No movimento geode´sico circular, devido a` simetria axial da me´trica, temos uma simetria
adicional de reflexa˜o ao plano z = 0 que pode ser expressa em termos da condic¸a˜o gµν,z(z =
0) = 0. Isso mostra que o movimento (devido a` perturbac¸a˜o) na direc¸a˜o espac¸o-temporal z e´
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desacoplado das demais. Podemos evidenciar este fato escrevendo as componentes da equac¸a˜o
do desvio geode´sico:
d2(δt)
dτ 2
+ 2(Γttr + Γ
t
ϕrΩ)u
td(δr)
dτ
= 0, (5.26)
d2(δr)
dτ 2
+ 2(Γrtt + Γ
r
tϕΩ)u
td(δt)
dτ
+ 2(Γrtϕ + Γ
r
ϕϕΩ)u
td(δϕ)
dτ
(5.27)
+ (Γrtt,r + 2Γ
r
tϕ,rΩ + Γ
r
ϕϕ,rΩ
2)(ut)2(δr) = 0,
d2(δϕ)
dτ 2
+ 2(Γϕtr + Γ
ϕ
ϕrΩ)u
td(δr)
dτ
= 0, (5.28)
d2(δz)
dτ 2
+ (Γztt,z + 2Γ
z
tϕ,zΩ + Γ
z
ϕϕ,zΩ
2)(ut)2(δz) = 0. (5.29)
Observamos claramente que a soluc¸a˜o para δz tem a forma de uma oscilac¸a˜o harmoˆnica
∼ eiντ , com
ν2 = (Γztt,z + 2Γ
z
tϕ,zΩ + Γ
z
ϕϕ,zΩ
2)(ut)2.
Supondo que as demais soluc¸o˜es δt, δϕ e δr tambe´m tenham a forma de oscilac¸o˜es harmoˆnicas
∼ eiKτ , podemos escrever a forma geral da soluc¸a˜o δxµ, como [8, 41]:
δxν = AνeiKτ . (5.30)
Substituindo (5.30) na equac¸a˜o do desvio geode´sico (2.16), encontramos o seguinte sistema de
equac¸o˜es a ser resolvido:
Mµν A
ν = 0, (5.31)
com
Mµν = −K2δµν + Γµαβ,νuαuβ + 2iΓµανuαK. (5.32)
De maneira geral, precisamos que
detM = 0, (5.33)
para que o sistema (5.31) tenha soluc¸a˜o na˜o-trivial.
Para uma o´rbita circular equatorial a geode´sica tem as seguintes componentes:
xµcirc = (t, ϕ, r = rcirc, z = 0), (5.34)
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com a quadrivelocidade dada por,
uµcirc = u
t(1,Ω, 0, 0). (5.35)
Como a equac¸a˜o na direc¸a˜o z e´ desacoplada das demais, o sistema (5.31) para perturbac¸a˜o
na direc¸a˜o z reduz-se a:
M zz (x
µ
circ) = 0. (5.36)
Resolvendo esta equac¸a˜o, encontramos o mesmo resultado anterior para a frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o
na direc¸a˜o z, que e´ chamada de frequ¨eˆncia vertical e e´ dada pela expressa˜o:
ν2 = (ut)2[Γztt,z + 2Γ
z
tϕ,zΩ + Γ
z
ϕϕ,zΩ
2], (5.37)
onde fizemos a equivaleˆncia
ν ≡ K. (5.38)
Para a perturbac¸a˜o em r, o sistema (5.31) envolve as coordenadas t, ϕ e r assumindo a
seguinte forma:
det(M ba(x
µ
circ)) = 0, (5.39)
com os ı´ndices a e b assumindo as componentes t, ϕ e r. Obtemos a seguinte equac¸a˜o a resolver:
det

−K2 0 2iKΓtarua
0 −K2 2iKΓϕarua
2iKΓratu
a 2iKΓraϕu
a −K2 + Γrab,ruaub
 = 0.
Da mesma forma, resolvemos (5.39) para K e definimos a frequ¨eˆncia epic´ıclica como:
κ ≡ K. (5.40)
As u´nicas soluc¸o˜es para κ na˜o nulas sa˜o:
κ2 = (ut)2[Γrtt,r + 2Γ
r
tϕ,rΩ + Γ
r
ϕϕ,rΩ
2 (5.41)
− 4(Γrtt + ΓrtϕΩ)(Γttr + ΓtϕrΩ)
− 4(Γrtϕ + ΓrϕϕΩ)(Γϕtr + ΓϕϕrΩ)].
Esta frequ¨eˆncia de oscilac¸a˜o harmoˆnica no plano do anel e´ a frequ¨eˆncia epic´ıclica. O resultado
obtido e´ o mesmo da refereˆncia [41], assim como para a frequ¨eˆncia vertical (5.37).
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5.2.2 Estabilidade do Movimento Geode´sico Circular
Em relatividade geral, o papel do potencial gravitacional newtoniano e´ desempenhado pela
func¸a˜o me´trica gµν . Analogamente ao caso newtoniano, e´ poss´ıvel mostrar que as frequ¨eˆncias
epic´ıclicas e verticais envolvem derivadas segundas da func¸a˜o me´trica, que conte´m toda a in-
formac¸a˜o sobre a geometria do espac¸o-tempo. Portanto, o conhecimento destas frequ¨eˆncias nos
diz se o movimento geode´sico esta´ ocorrendo em uma regia˜o de estabilidade ou instabilidade
da o´rbita circular.
Precisamos calcular os valores de ν2 e κ2 para cada valor do raio da o´rbita r = r0 no plano
equatorial z = 0:
ν2|r=r0,z=0 = (u
t)2[Γztt,z + 2Γ
z
tϕ,zΩ + Γ
z
ϕϕ,zΩ
2]|r=r0,z=0,
e
κ2|r=r0,z=0 = (u
t)2[Γrtt,r + 2Γ
r
tϕ,rΩ + Γ
r
ϕϕ,rΩ
2 (5.42)
− 4(Γrtt + ΓrtϕΩ)(Γttr + ΓtϕrΩ)
− 4(Γrtϕ + ΓrϕϕΩ)(Γϕtr + ΓϕϕrΩ)]|r=r0,z=0,
com
Ω|r=r0,z=0 =
−gtϕ,r ±
√
g2tϕ,r − gtt,rgϕϕ,r
gϕϕ,r
.
Assim como no caso newtoniano, quando temos κ2, ν2 > 0, a o´rbita circular sera´ esta´vel. No
caso em que κ2, ν2 < 0 e κ2, ν2 = 0 (marginalmente esta´vel), teremos a situac¸a˜o de instabilidade.
5.3 Comparando o Modelo Newtoniano e o Relativ´ıstico
Como dito anteriormente, podemos aproximar o potencial newtoniano para um anel de
mate´ria atrave´s da seguinte se´rie:
Φ
(i)
A (R, θ) = −
Gm
b
∞∑
l=0
(−1)l(2l)!
22l(l!)2
(
R
b
)2l
P2l(cos θ),
para R < b, e para o caso R > b temos,
Φ
(e)
A (R, θ) = −
Gm
R
∞∑
l=0
(−1)l(2l)!
22l(l!)2
(
b
R
)2l
P2l(cos θ),
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com b sendo o raio do anel e R o raio esfe´rico, que esta´ relacionado com as coordenadas
cil´ındricas da seguinte forma:
R =
√
r2 + z2.
O potencial newtoniano para o corpo central (buraco negro) e´:
ΦC(R) = −M
R
. (5.43)
Logo, o potencial do sistema corpo central mais anel de mate´ria e´ dado por:
Φ(i)(R, θ) = Φ
(i)
A (R, θ) + ΦC(R) (5.44)
e
Φ(e)(R, θ) = Φ
(e)
A (R, θ) + ΦC(R), (5.45)
pois as equac¸o˜es de Newton sa˜o lineares. Podemos definir o potencial efetivo como
Φ
(i)
eff (R, θ) = Φ
(i)(R, θ) +
L2z
2R2
, (5.46)
e
Φ
(e)
eff (R, θ) = Φ
(e)(R, θ) +
L2z
2R2
. (5.47)
Utilizamos as equac¸o˜es das frequ¨eˆncias epic´ıclica e vertical para calcular a estabilidade para
diferentes raios de o´rbitas circulares r0:
κ2 =
∂2Φeff
∂r2
|(r0,0), (5.48)
e
ν2 =
∂2Φeff
∂z2
|(r0,0). (5.49)
Executamos estes ca´lculos atrave´s do software Maple para l = 4 na se´rie da expansa˜o
multipolar do anel. Os resultados para os modelos newtoniano e relativ´ıstico sera˜o discutidos
no pro´ximo cap´ıtulo.
6
Ana´lise da Estabilidade das O´rbitas
Neste cap´ıtulo faremos o estudo da estabilidade de o´rbitas circulares equatoriais conforme descrito
no cap´ıtulo anterior. Analisaremos perturbac¸o˜es radiais e verticais encontrando, respectivamente,
as frequ¨eˆncias epic´ıclicas e verticais para os casos newtoniano e relativ´ıstico para va´rios valores dos
paraˆmetros relacionados ao buraco negro central e ao anel de mate´ria.
Dinaˆmica do Sistema Gravitante
Apresentamos o estudo da estabilidade das o´rbitas circulares para valores espec´ıficos de
diferentes paraˆmetros. Fixamos nossas unidades fazendo a massa do buraco negro, a constante
de gravitac¸a˜o universal e a velocidade da luz, respectivamente, iguais a` unidade (M = G =
c = 1). A relac¸a˜o entre as coordenadas cil´ındricas usadas (t, ϕ, r, z) e as de Boyer-Lindquist
(t, ϕ, ρ, ϑ) e´ [7]:
r = [(ρ−M)2 + a2 −M2]1/2 sinϑ, (6.1)
z = (ρ−M) cosϑ. (6.2)
A o´rbita circular de fo´tons (OCF) e´ encontrada resolvendo a equac¸a˜o da geode´sica para fo´-
tons que se movem no plano equatorial. Para um buraco negro sem rotac¸a˜o, caso de Schwarzschild,
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o raio da OCF e´ rOCF = 1, 73 (ρOCF = 3). O´rbitas circulares com raios entre r = 0 e rOCF sa˜o
superluminais [42].
A o´rbita circular esta´vel interna (OCEI) esta´ em rOCEI = 4, 89. O horizonte de eventos nas
coordenadas de Weyl torna-se uma barra fina de comprimento 2M localizada simetricamente
ao longo do eixo z. Na regia˜o entre r = 1, 73 e r = 4, 89 (OCEI) temos κ2 < 0 e ν2 > 0, ou
seja, as o´rbitas circulares equatoriais nesta regia˜o sa˜o insta´veis. Para r > 4, 89, temos κ2 > 0 e
ν2 > 0 e as o´rbitas sa˜o esta´veis. Lembramos que as o´rbitas circulares de part´ıculas em torno
de um centro newtoniano de atrac¸a˜o 1/R sa˜o esta´veis sob estas perturbac¸o˜es radiais e verticais
(ver [8]).
No caso do buraco negro de Kerr temos duas possibilidades para as part´ıculas se movendo
em o´rbitas circulares: elas podem orbitar no mesmo sentido de rotac¸a˜o do buraco negro (co-
rotac¸a˜o) ou no sentido contra´rio (contra-rotac¸a˜o). Na tabela 6.1 apresentamos os valores de
rOCEI e rOCF , bem como seus respectivos valores nas coordenadas de Boyer-Lindquist, em
func¸a˜o do paraˆmetro de rotac¸a˜o a (veja tambe´m [44] e [4]).
Na co-rotac¸a˜o, a OCEI e´ movida para fora do centro de atrac¸a˜o. Por isso, a regia˜o de
instabilidade aumenta com a. Para contra-rotac¸a˜o, temos o comportamento oposto: a OCEI e´
movida em direc¸a˜o ao centro de atrac¸a˜o com o aumento de a. Portanto, para r0 > rOCEI temos
estabilidade epic´ıclica e vertical.
Analisaremos agora a estabilidade de o´rbitas circulares ao redor de um buraco negro de
Kerr com um anel de mate´ria. Consideramos o potencial do anel como uma expansa˜o multi-
polar truncada em l = 4 para construir as soluc¸o˜es das equac¸o˜es de Einstein. Como dissemos
anteriormente, temos uma boa aproximac¸a˜o com o erro menor que 1%, no ca´lculo das func¸o˜es
Φ e σ quando R < b/2, ou seja, num disco com a metade do raio do anel. Temos a mesma
aproximac¸a˜o para R > 3b/2.
Escolhemos treˆs valores para o raio do anel, b = 3, b = 6 e b = 10 (em coordenadas de Weyl)
e dois valores para sua massa m = 0, 4 e m = 0, 8. O valor m = 0, 8 e´ t´ıpico para massa de um
disco de acrec¸a˜o [27].
Quando introduzimos o anel de mate´ria, podemos ter regio˜es de estabilidade na parte interna
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OCEI
OCF
BN
Figura 6.1: O´rbitas circulares equatoriais especiais de um buraco negro (BN). Do centro para
fora, temos a o´rbita circular de fo´tons (OCF), que delimita a regia˜o do plano equatorial onde
apenas o´rbitas superluminais ocorrem, e o´rbita circular esta´vel interna (OCEI), que e´ a primeira
o´rbita esta´vel. A partir desta, todas as o´rbitas sa˜o esta´veis. A regia˜o de instabilidade esta´ entre
a OCF e OCEI. Nesta figura, as regio˜es com hachuras representam zonas de instabilidade, as
em branco, de estabilidade, e as cruzadas, zonas de o´rbitas na˜o f´ısicas.
do mesmo. O conceito de OCEI na˜o e´ adequado e o substitu´ımos por um conceito de o´rbita
circular que limite uma zona de instabilidade fora do anel. Esta o´rbita sera´ chamada de O´rbita
Circular Insta´vel Externa (OCIE), pois ale´m desta o´rbita teremos estabilidade sob perturbac¸o˜es
radiais e verticais (κ2 > 0 e ν2 > 0, veja figura 6.2).
Para um centro newtoniano de atrac¸a˜o de massa igual a` unidade com um anel de raio
b = 3, 6, 10, temos que as o´rbitas circulares internas ao anel sa˜o esta´veis. Fora do anel, temos
estabilidade para o´rbitas de raio maiores que rOCIE = 3, 98; 7, 95 e 13, 24, respectivamente. Em
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Co-rotac¸a˜o (Ω > 0)
a 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 0,99
rOCF 1,73 1,87 1,99 2,12 2,26 2,38 2,51 2,63 2,76 2,87 2,99
rOCEI 4,89 5,22 5,54 5,86 6,18 6,49 6,79 7,09 7,39 7,68 7,95
ρOCF 3,00 3,11 3,22 3,32 3,44 3,54 3,63 3,73 3,82 3,91 3,99
ρOCEI 6,00 6,31 6,63 6,93 7,25 7,55 7,84 8,12 8,41 8,70 8,95
Contra-rotac¸a˜o (Ω < 0)
rOCF 1,73 1,60 1,46 1,33 1,18 1,03 0,88 0,72 0,55 0,35 0,10
rOCEI 4,89 4,56 4,21 3,86 3,49 3,11 2,70 2,27 1,80 1,24 0,43
ρOCF 3,00 2,88 2,76 2,63 2,50 2,35 2,19 2,02 1,81 1,56 1,17
ρOCEI 6,00 5,66 5,32 4,97 4,61 4,23 3,82 3,38 2,90 2,32 1,45
Tabela 6.1: O raio da o´rbita circular fotoˆnica (OCF) e da o´rbita circular esta´vel interna (OCEI)
em coordenadas de Weyl (r) e Boyer-Lindquist (ρ) para um buraco negro (BN) de Kerr de
massa igual a` unidade. Na co-rotac¸a˜o, quando a → 1, temos ρOCEI → 9 e ρOCF → 4. Para
contra-rotac¸a˜o, se a→ 1, constatamos que ρOCEI → 1 e ρOCF → 1.
outras palavras, o anel cria uma zona de instabilidade ale´m do seu raio.
Agora analisamos a estabilidade de o´rbitas circulares equatoriais em torno do BN de Kerr
com o anel de mate´ria.
Na co-rotac¸a˜o (Ω > 0) encontramos que, tanto dentro como fora do anel, podemos ter
o´rbitas circulares insta´veis. Na tabela 6.2 observamos que, no caso limite a = 0, existe uma
zona esta´vel apenas na regia˜o interna do anel de massa m = 0, 4, e, quando adicionamos uma
pequena rotac¸a˜o ao buraco negro, a estabilidade e´ destru´ıda.
Quando Ω < 0 (contra-rotac¸a˜o), temos uma dinaˆmica mais complexa. Ha´ zonas de estabili-
dade das o´rbitas dentro e fora do anel (ver figura 6.2). O surgimento destas zonas e´ intensificado
quando a e b aumentam, e seu tamanho reduzido quando m aumenta. Na tabela 6.3 mostramos
as zonas de estabilidade para o raio do anel b = 10 e massa m = 0, 4 e m = 0, 8.
Nas tabelas 6.4 e 6.5 mostramos o comportamento da OCF, assim como o da OCIE, para um
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Zonas de estabilidade (co-rotac¸a˜o)
Raio do anel (b = 10)
m = 0, 4 m = 0, 8
a r < 10 r > 10 r < 10 r > 10
0,0 5, 38 < r < 6, 74 rOCIE > 13, 33 - rOCIE > 15, 20
0,1 - rOCIE > 13, 45 - rOCIE > 15, 36
0,2 - rOCIE > 13, 56 - rOCIE > 15, 52
0,3 - rOCIE > 13, 67 - rOCIE > 15, 67
0,4 - rOCIE > 13, 78 - rOCIE > 15, 82
0,5 - rOCIE > 13, 89 - rOCIE > 15, 96
0,6 - rOCIE > 13, 99 - rOCIE > 16, 11
0,7 - rOCIE > 14, 10 - rOCIE > 16, 26
0,8 - rOCIE > 14, 21 - rOCIE > 16, 41
0,9 - rOCIE > 14, 30 - rOCIE > 16, 55
Tabela 6.2: Zonas de estabilidade como uma func¸a˜o do paraˆmetro de rotac¸a˜o a para part´ıculas
movendo-se em co-rotac¸a˜o com o buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a` unidade com o
anel de raio b = 10, e massa m = 0, 4 e m = 0, 8.
BN de Kerr de massa igual a` unidade, circundado por um anel de mate´ria de massa m = 0, 8.
Consideramos treˆs valores para o raio do anel b = 3, 6 e 10.
Quando a = 0 (BN de Schwarzschild), temos que, para um anel de raio b = 3, a presenc¸a
do anel produz a duplicac¸a˜o da OCF (veja tabela 6.4). A figura 6.3 mostra a posic¸a˜o das duas
OCF’s, interna e externa ao anel. Temos dois valores de raio para a OCF: rInOCF = 1, 66 (dentro
do anel) e rOutOCF = 3, 66 (fora do anel). Em geral, temos que a OCF tem seu raio diminu´ıdo
pela presenc¸a do anel e tende ao tamanho original quando b aumenta.
Em geral, esta duplicac¸a˜o depende do tamanho do anel de raio b e do paraˆmetro de Kerr a.
Na tabela 6.4 mostramos o raio da OCF para a co-rotac¸a˜o. Para b = 3 o anel esta´ pro´ximo do
buraco negro central e encontramos que ha´ duplicac¸a˜o para todos os valores de a. Para b = 6,
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Zonas de estabilidade (contra-rotac¸a˜o)
b = 10
m = 0, 4 m = 0, 8
a r < 10 r > 10 b < 10 r > 10
0,0 5, 38 < r < 6, 74 r > 13, 33 - r > 15, 20
0,1 4, 84 < r < 7, 01 r > 13, 22 - r > 15, 04
0,2 4, 39 < r < 7, 19 r > 13, 10 4, 71 < r < 5, 81 r > 14, 88
0,3 3, 97 < r < 7, 33 r > 12, 98 4, 11 < r < 6, 13 r > 14, 70
0,4 3, 57 < r < 7, 44 r > 12, 85 3, 63 < r < 6, 33 r > 14, 53
0,5 3, 16 < r < 7, 54 r > 12, 71 3, 19 < r < 6, 47 r > 14, 35
0,6 2, 74 < r < 7, 63 r > 12, 57 2, 76 < r < 6, 59 r > 14, 16
0,7 2, 30 < r < 7, 70 r > 12, 41 2, 31 < r < 6, 69 r > 13, 96
0,8 1, 82 < r < 7, 77 r > 12, 25 1, 82 < r < 6, 77 r > 13, 74
0,9 1, 25 < r < 7, 83 r > 12, 08 1, 27 < r < 6, 85 r > 13, 52
Tabela 6.3: Zonas de estabilidade como uma func¸a˜o do paraˆmetro de rotac¸a˜o a para part´ıculas
movendo-se em contra-rotac¸a˜o com o buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a unidade com
o anel de raio b = 10 e massa m = 0, 4 ou m = 0, 8.
a duplicac¸a˜o e´ produzida quando a > 0, 2. Para b = 10, na˜o observamos a duplicac¸a˜o da OCF.
Este efeito e´ intensificado quando a e m aumentam, e e´ reduzido quando b aumenta.
Na tabela 6.5 vemos o efeito da duplicac¸a˜o da OCF para a contra-rotac¸a˜o para um buraco
negro de massa igual a` unidade circundado por um anel de mate´ria de massa m = 0, 8 e raio
b = 3. Para grandes valores de b, este valor de massa na˜o e´ suficiente para criar a duplicac¸a˜o.
Estudando ane´is de massas diferentes encontramos que se a massa do anel diminui, este efeito
tambe´m diminui.
A tabela 6.4 mostra que no caso de um BN de Schwarzschild (a = 0, 0), o anel cria ins-
tabilidade movendo a OCIE para fora do centro de atrac¸a˜o. Para a co-rotac¸a˜o o raio da OCIE
e´ aumentado quando a cresce. Na tabela 6.5 vemos o comportamento oposto para a contra-
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Figura 6.2: Para um buraco negro (BN) de Schwarzschild e Kerr com o anel de mate´ria, na
contra-rotac¸a˜o, temos o aparecimento de uma zona de estabilidade entre as o´rbitas 1 e 2 (regia˜o
em branco). Temos zonas de instabilidade entre a o´rbita circular de fo´tons (OCF) e a o´rbita 1,
entre a o´rbita 2 e o anel, e entre o anel e a o´rbita circular insta´vel externa (OCIE), que e´ a u´ltima
o´rbita insta´vel. Nesta figura, as regio˜es com hachuras representam zonas de instabilidade, as
em branco, de estabilidade, e as cruzadas, zonas de o´rbitas na˜o f´ısicas.
rotac¸a˜o: a OCIE diminui quando a aumenta.
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rOCF e rOCIE para um BN de Kerr + anel de massa m = 0, 8
Co-rotac¸a˜o (Ω > 0)
b = 3 b = 6 b = 10
a rinOCF r
out
OCF rOCIE r
in
OCF r
out
OCF rOCIE rCP0 rOCIE
0,0 1,60 3,66 8,12 1,72 – 10,77 1,73 15,20
0,1 1,74 3,78 8,48 1,85 – 11,01 1,87 15,36
0,2 1,87 3,89 8,83 1,99 – 11,24 2,00 15,52
0,3 1,99 4,00 9,17 2,14 6,02 11,47 2,13 15,67
0,4 2,09 4,10 9,49 2,28 6,09 11,69 2,27 15,82
0,5 2,20 4,18 9,81 2,42 6,16 11,92 2,39 15,96
0,6 2,29 4,28 10,13 2,56 6,23 12,15 2,54 16,11
0,7 2,38 4,37 10,44 2,69 6,29 12,37 2,66 16,26
0,8 2,47 4,46 10,74 2,84 6,35 12,60 2,78 16,41
0,9 2,54 4,55 11,04 2,97 6,40 12,82 2,92 16,55
Tabela 6.4: Buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a` unidade, cercado por um anel de
mate´ria de massa m = 0, 8. Mostramos os valores do raio da o´rbita circular fotoˆnica (OCF) e
da o´rbita circular insta´vel externa (OCIE) para variac¸o˜es dos paraˆmetros de rotac¸a˜o a e raio
do anel b (as part´ıculas movem-se em co-rotac¸a˜o).
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rOCF e rOCIE para um BN de Kerr + anel de massa m = 0, 8
Contra-rotac¸a˜o (Ω < 0)
b = 3 b = 6 b = 10
a rinOCF r
out
OCF rOCIE rOCF rOCIE rOCF rOCIE
0,0 1,60 3,66 8,12 1,72 10,77 1,73 15,20
0,1 1,47 3,51 7,77 1,58 10,53 1,59 15,04
0,2 1,34 – 7,38 1,44 10,28 1,45 14,88
0,3 1,20 – 6,98 1,29 10,04 1,31 14,70
0,4 1,07 – 6,55 1,14 9,78 1,17 14,53
0,5 0,92 – 6,09 1,00 9,50 1,02 14,35
0,6 0,80 – 5,55 0,85 9,22 0,87 14,16
0,7 0,66 – 3,02 0,71 8,89 0,71 13,96
0,8 0,51 – 3,11 0,53 8,50 0,54 13,74
0,9 0,36 – 3,21 0,34 7,80 0,34 13,52
Tabela 6.5: Buraco negro (BN) de Kerr de massa igual a` unidade cercado por um anel de
mate´ria de massa m = 0, 8. A tabela mostra valores do raio da o´rbita circular fotoˆnica (OCF)
e da o´rbita circular insta´vel externa (OCIE) para variac¸o˜es dos paraˆmetros de rotac¸a˜o a e raio
do anel b (as part´ıculas movem-se em contra-rotac¸a˜o).
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Figura 6.3: Para um buraco negro (BN) de Schwarzschild e Kerr com o anel de mate´ria, na
co-rotac¸a˜o, ocorre o fenoˆmeno da duplicac¸a˜o da o´rbita circular de fo´tons (OCF). Em geral, a
duplicac¸a˜o depende do tamanho do raio do anel b e do paraˆmetro de Kerr a. Temos zonas de
instabilidade entre a OCF interna e o anel e entre a OCF externa e a o´rbita circular insta´vel
externa (OCIE), que e´ a u´ltima o´rbita insta´vel. Nesta figura, as regio˜es com hachuras repre-
sentam zonas de instabilidade, as em branco, de estabilidade, e as cruzadas, zonas de o´rbitas
na˜o f´ısicas.
7
Concluso˜es
Usando o me´todo Belinsky e Zakharov, encontramos uma soluc¸a˜o das equac¸o˜es de Einstein
no va´cuo associada a uma sobreposic¸a˜o na˜o-linear de um buraco negro de Kerr e um anel de
mate´ria de densidade constante. A soluc¸a˜o associada ao anel foi aproximada por uma expansa˜o
multipolar truncada. Encontramos, atrave´s do estudo do erro relativo entre a se´rie truncada e
o potencial exato em termos de um integral el´ıptica, que uma boa aproximac¸a˜o para o potencial
do anel da´-se com a soma dos termos de monopolo, quadrupolo, 16-po´lo, 64-po´lo e 256-po´lo. O
estudo do erro e os treˆs u´ltimos termos multipolares na˜o sa˜o encontrados na literatura.
As estabilidades epic´ıclicas e verticais de o´rbitas circulares equatoriais de part´ıculas movendo-
se em torno deste sistema sa˜o consideradas para os casos relativ´ıstico e newtoniano. Nossos
resultados foram apresentados nas tabelas 6.2–6.5.
De uma maneira geral, temos que a co-rotac¸a˜o aumenta a instabilidade e a contra-rotac¸a˜o a
estabilidade. Encontramos o efeito na˜o esperado da duplicac¸a˜o das o´rbitas circulares fotoˆnicas,
que e´ relacionado ao tamanho relativo entre o buraco negro e a massa do anel. Tambe´m
encontramos outro efeito importante relacionado ao tamanho do raio do anel: o aparecimento de
zonas de estabilidade na regia˜o interna do anel para o caso da contra-rotac¸a˜o. O tamanho destas
zonas e´ aumentado quando o paraˆmetro de Kerr cresce. Tais resultados na˜o sa˜o encontrados
na literatura.
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Como um comenta´rio final, podemos dizer que o fenoˆmeno da duplicac¸a˜o da o´rbita circular
fotoˆnica (OCF) e´ bastante intrigante e sera´ assunto de um trabalho futuro, onde analisaremos
os paraˆmetros envolvidos na produc¸a˜o do fenoˆmeno. Tambe´m estudaremos outros tipos de
movimento geode´sico.
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